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Операторный подход применен к решению уравнений Максвелла для последовательности круглых слоев,
тензоры диэлектрической и магнитной проницаемости которых зависят от радиальной координаты. Это
позволяет известный метод стратификации обобщить на цилиндрические структуры. Выводятся операторные
дисперсионные уравнения для градиентных и многослойных ступенчатых изотропных круглых волокон.
Получены численные решения дисперсионного уравнения для многослойного волновода, диэлектрическая
проницаемость слоев которого имеет периодическую повторяемость.

Введение

В последнее время большое внимание уделяется
влиянию поляризационных эффектов на работу опти-
ческих волоконных коммуникационных систем. Наибо-
лее важными поляризационными эффектами являют-
ся поляризационно-модовая дисперсия, которая вызвана
быстрым и случайно изменяющимся двулучепреломле-
нием в оптическом волокне, и поляризационно зависи-
мые потери. Поляризационно-модовая дисперсия явля-
ется причиной случайного изменения поляризационного
состояния света, а это сильно влияет на характеристики
сигнала на выходе оптического волокна [1,2]. В ряде
работ по волоконной оптике интенсивно обсуждаются
свойства волоконных оптических гироскопов [3,4] и
лазеров [5,6]. В [4] исследуется волоконный гироскоп
на основе кольцевого интерферометра с контуром из
световода с сильным линейным двулучепреломлением.
Такие гироскопы обладают высокой чувствительностью
и могут использоваться в навигации. В [6] теоретически
рассматривается два различных режима генерации коль-
цевого двунаправленного волоконного лазера с фараде-
евским вращателем. Представляет интерес разработка
методов измерения показателя преломления жидкости
по величине потерь света в изогнутом цилиндрическом
световоде [7].

Операторые методы интенсивно развиваются в по-
следнее время в оптике сложных сред. Тензоры отра-
жения и пропускания света [8,9], тензорный показатель
преломления [10] и оператор скоростей электромагнит-
ных волн [11] обобщают соответствующие скалярные
величины с учетом векторной природы света (спина
фотона [12]). Такие операторы описывают суперпозицию
собственных волн, распространяющихся с определенны-
ми скоростями и поляризациями. В рамках ковариантно-
го формализма, разработанного Ф.И. Федоровым [13,14],
уравнения Максвелла и дисперсионные уравнения запи-
сываются в компактной форме, удобной для аналитиче-
ских и численных расчетов слоистых бианизотропных

структур. При этом важную роль играют эволюционный
оператор и тензор импеданса. В [15] эти величины при-
меняются к решению задач волноводного распростра-
нения, отражения и пропускания света. Из математиче-
ской структуры векторных уравнений поля следует, что
эволюционный оператор является блочной матрицей.
Для планарных волноводов получаются операторные
дисперсионные уравнения [9], которые включают в себя
тензоры импеданса оболочек волновода и эволюционный
оператор сердцевины. Известно обобщение матрицы им-
педанса на случай сферически-слоистых анизотропных
сред, которые моделируют ионосферу Земли [16].

В настоящей работе мы применяем операторный ме-
тод для определения мод в круглых волокнах. Электро-
магнитное поле описывается с помощью систем диф-
ференциальных уравнений первого порядка. Класс сред,
для которых применимы эти системы уравнений, огра-
ничен тензорами диэлектрической и магнитной про-
ницаемости с радиальной неоднородностью. Такой ме-
тод давно используется при анализе планарных вол-
новодов [17] и сводится к многослойной ступенчатой
аппроксимации (этот подход называют также методом
стратификации [18]). В [9] он был обобщен на случай
неоднородных бианизотропных слоев волновода. Пред-
ложенный метод для получения дисперсионных уравне-
ний демонстрируется на примере изотропного круглого
волновода. Исследуются дисперсионные уравнения для
многослойных ступенчатых и градиентных волноводов.

Эволюционные решения для круглых
цилиндрических волноводов

Рассмотрим распространение электромагнитных волн
с гармонической зависимостью напряженностей по-
лей E(r, t) и H(r, t) от времени. В цилиндрической
системе координат (r, ϕ, y) уравнения Максвелла имеют
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вид(
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e×ϕ
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)
E(r) = ikµ(r )H(r), (1)

где er (ϕ), eϕ(ϕ), b — базисные векторы, направленные
по радиусу, по касательной к окружности и по образу-
ющей цилиндра; k = ω/c — волновое число в вакууме;
ω — частота волны; b× — тензор, дуальный вектору b
((b×)ik = εi jk bj ) [10,14].

В (1) мы полагаем, что тензоры диэлектрической ε(r )
и магнитной µ(r ) проницаемости зависят лишь от
радиальной координаты r . Это возможно для тех ε

и µ, которые составлены из тензоров, не зависящих
от аксиальной координаты ϕ: единичного тензора 1,
диады b⊗ b и дуального тензора b×. Таким образом, мы
выделяем следующие виды тензоров диэлектрической
(аналогично магнитной) проницаемости: 1) ε = ε(r )1,
изотропная среда; 2) ε = ε1(r )(1 − b⊗ b) + ε2(r )b⊗ b,
одноосный кристалл, оптическая ось которого направле-
на вдоль вектора b; 3) ε = ε1(r )1 + χ(r )b×, гиротропная
среда; 4) ε = ε1(r )(1 − b⊗ b) + ε2(r )b ⊗ b + χ(r )b× .

Принимая во внимание инвариантность напряжен-
ностей полей относительно координат y и ϕ, производим
разделение переменных(

H(r)
E(r)

)
= exp(iβy + iνϕ)

(
H(r, ϕ)
E(r, ϕ)

)
,

где β — продольное волновое число (постоянная рас-
пространения моды), ν — целое число.

Учитывая, что компоненты Hy, Hϕ, Hr вектора H(r, ϕ)
и аналогично компоненты поля E(r, ϕ) не зависят
от угла ϕ, т. е. можно записать H(r, ϕ) = Hy(r )b +
+Hϕ(r )eϕ(ϕ) + Hr (r )er (ϕ), уравнения (1) принимают
вид

e×r
dH
dr

+
(

iβb× +
iν
r

e×ϕ +
1
r

b⊗ eϕ

)
H = −ikε(r )E,

e×r
dE
dr

+
(

iβb× +
iν
r

e×ϕ +
1
r

b⊗ eϕ

)
E = ikµ(r )H. (2)

Таким образом, уравнения Максвелла мы свели к
системе обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка относительно r для векторных функ-
ций H и E. Координата ϕ входит в векторы eϕ и er , кото-
рые определяют поляризацию электромагнитных волн.
Видим, что независимость компонент напряженностей
полей от угла ϕ выполняется. Система уравнений (2)
соответствует четырем обыкновенным дифференциаль-
ным уравнениям и двум алгебраическим уравнениям.
Алгебраические уравнения позволяют исключить две
из шести компонент векторов E и H. Удобно оставить
составляющие напряженностей полей, лежащие в плос-
кости, касательной к поверхности круглого цилиндра

(мы будем называть их тангенциальными составляющи-
ми). Эти компоненты непрерывны на круглой цилиндри-
ческой границе раздела двух сред. Итак, тангенциальные
составляющие напряженностей полей запишем в виде
Et = IE, Ht = IH, где I = 1− er ⊗ er = −e×2

r — проек-
ционный оператор на плоскость, перпендикулярную век-
тору er . Вводя вектор u = (β/k)eϕ − ν/(kr)b и учитывая
соотношения uH = er εE, uE = −erµH, которые следуют
из (2), мы получаем связь между полными и тангенци-
альными составляющими напряженностей полей [8](

H(r )
E(r )

)
= V

(
Ht(r )
Et(r )

)
,

V =
(

1− er ⊗ erµ/µr −er ⊗ u/µr
er ⊗ u/εr 1− er ⊗ er ε/εr

)
, (3)

где V — матрица восстановления, εr = er εer , µr = erµer .
Используя (3), из (2) выводим систему уравнений

для Et , Ht

d
dr

(
Ht(r )
Et(r )

)
= ikM(r )

(
Ht(r )
Et(r )

)
, M =

(
A B
C D

)
, (4)

где
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i
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1
εr

e×r εer ⊗ u− 1
µr

e×r u⊗ erµI ,

B = − 1
µr
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1
εr

I ˜̄εe×r ,

C =
1
εr
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D =
i

kr
eϕ ⊗ eϕ +

1
µr

e×r µer ⊗ u− 1
εr

e×r u⊗ er εI . (5)

В выражениях (4), (5) M — блочная матрица, бло-
ки A, B, C и D которой — планальные тензоры (для
планального тензора A выполняется Aer = er A = 0); ˜̄ε —
тензор, взаимный к транспонированному тензору ε̃ (вза-
имный тензор ᾱ определяется формулой ᾱα = αᾱ = |α|,
где |α| — определитель α) [10,14]. Соотношения (5)
переходят в аналогичные соотношения для плоскослои-
стой среды при r →∞, er → q, eϕ → a = b× q, где q —
единичный вектор нормали к плоским слоям.

Фундаментальное решение уравнения (4) дается фор-
мулой [8] (

Ht(r )
Et(r )

)
= �r

a

[
ikM(r )

](Ht(a)
Et(a)

)
,

�r
a

[
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r∫
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(
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)
, E =

(
I 0
0 I

)
, (6)

где �r
a

[
ikM(r )

]
, a 6= 0 — эволюционный оператор,

который выражается через мультипликативный ин-
теграл [19].
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Соотношение (6) означает, что, зная начальные векто-
ры Ht(a) и Et(a), мы можем найти тангенциальные ком-
поненты напряженностей полей в любой другой точке r .
Введем тензор импеданса 0(r ) как величину, которая
связывает тангенциальные компоненты напряженностей
электрического и магнитного полей Et = 0Ht . Исключая
векторы Ht и Et , из (4) получаем тензорное уравнение
Риккати для 0 [9]

1
ik

d0
dr

+ 0B0+ 0A− D0−C = 0. (7)

Решение уравнения (7) дает два тензора импедан-
са 01(r ) и 02(r ). Таким образом, в круглом слое
r ∈ (a, b), a 6= 0 распространяются две волны, которые
соответствуют двум независимым решениям и характе-
ризуются импедансами 01(r ) и 02(r ). В слоях 0 ≤ r ≤ a
и b ≤ r ≤ ∞ мы имеем одну волну, амплитуда которой
конечна в точках r = 0 и r =∞ соответственно. Как
для однородного, так и для неоднородного круглого слоя
тензор импеданса зависит от r , что не позволяет свести
тензорное уравнение Риккати к алгебраическому урав-
нению. Дифференциальное уравнение (7) может быть
решено численно с помощью методов, представленных
в статьях [8,9].

Изотропный круглый слой

Рассмотрим однородную изотропную среду с диэлек-
трической и магнитной проницаемостью ε = const и
µ = const. Тензоры (5) в этом случае принимают вид

A =
i

kr
eϕ ⊗ eϕ, D =

i
kr

eϕ ⊗ eϕ,

B =
βν

k2µr
(b⊗ b− eϕ ⊗ eϕ) +

u1

k2µ
b⊗ eϕ −

u2

k2µ
eϕ ⊗ b,

C = − βν

k2εr
(b⊗ b− eϕ ⊗ eϕ)− u1

k2ε
b⊗ eϕ +

u2

k2ε
eϕ ⊗ b,

где u1 = k2εµ − β2, u2 = k2εµ − ν2/r 2.
Решение такой задачи выражается через функции

Бесселя и может быть записано в виде(
Ht(r )
Et(r )

)
= �r

a

(
Ht(a)
Et(a)

)
, �r

a = P(r )P−(a), (8)

где P− — блочная матрица, псевдообратная P (P−P =
= PP− = E) [10,14].

Матрица P определяется планальными тензорами α1,
α2, β1, β2 и равна

P(r ) =
(
α1 α2
β1 β2

)
,

αm = F(m)
ν±

(
b∓ βνa2

u2
±r

eϕ

)
⊗ b± ikaε

u±
F (m)′
ν± eϕ ⊗ eϕ,

βm = ∓ ikaµ
u±

F (m)′

ν± eϕ ⊗ b

+ F (m)
ν±

(
b∓ βνa2

u2
±r

eϕ

)
⊗ eϕ ; m = 1, 2, (9)

где u2
± = ±a2u1 = ±k2a2(εµ − β2/k2), F (1)

ν+ =
= Jν(u+r /a) — функция Бесселя первого рода

порядка ν , F (2)
ν+ = Yν(u+r /a) — функция Бесселя

второго рода, F(1)
ν− = I ν(u−r /a) и F(2)

ν− = Kν(u−r /a) —

модифицированные функции Бесселя, F (m)′

ν± (x) =
= dF(m)

ν± (x)/dx — дифференцирование по аргументу
функции, верхние индексы 1 и 2 нумеруют независимые
решения уравнения Бесселя.

Тензор импеданса для каждой из волн, соответствую-
щей независимому решению уравнения Бесселя, равен

0m(r ) = βm(r )α−m (r ), (10)

где α−m — тензор, псевдообратный αm.
Если заданы начальные амплитуды двух волн Ht1(a)

и Ht2(a), то эволюция полей выражается соотношениями

Htm(r ) = αm(r )α−m (a)Htm(a),

Etm(r ) = βm(r )α−m (a)Htm(a). (11)

Эволюционный оператор (8) однородного изотроп-
ного слоя равен произведению блочных матриц P(r )
и P−(a) и сам является блочной матрицей. Тензоры α1,

α2, β1, β2 задаются цилиндрическими функциями F (1,2)
ν±

и модовыми постоянными β и ν . В слое a ≤ r ≤ b,
a 6= 0 распространяются две волны, напряженности по-
лей которых даются формулами (11). В слое 0 ≤ r ≤ a
(аналогично b ≤ r ≤ ∞) одна из независимых волн не
удовлетворяет условиям, которые накладываются на H
и E в точке r = 0 (r =∞). Таким образом, в сердцевине
и оболочке волновода может распространяться только
одна волна.

Дисперсионные уравнения
и поляризации мод изотропных
волокон

Применим полученные результаты к описанию рас-
пространения электромагнитных волн в изотропных во-
локонных волноводах с круглым поперечным сечением
и бесконечной оболочкой. Мы рассмотрим ступенча-
тые многослойные волноводы и градиентные волокна
с неоднородной сердцевиной. Нас интересует метод по-
лучения дисперсионных уравнений и поляризационного
состояния мод волновода. Для ступенчатого волновода
с постоянными диэлектрическими и магнитными прони-
цаемостями сердцевины εco, µco и оболочки εcl , µcl и
радиусом сердцевины a в качестве решений уравнения
Бесселя обычно выбирают

Fν =

{
F (1)
ν+ = Jν(u+r /a), r < a,

F (2)
ν− = Kν(u−r /a), r ≥ a.
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Такие решения обеспечивают осциллирующий харак-
тер поля в сердцевине и затухание волн в оболочке.
Тогда тензоры импеданса (10) на границе r = a (тензоры
поверхностного импеданса) принимают вид

0co =− iu
kaεco

Jν(u)
J′ν(u)

(
b− βνa

u2
eϕ

)
⊗
(

eϕ +
βνa
u2

b

)

− ikaµco

u
J′ν(u)
Jν(u)

eϕ ⊗ b,

0cl = − iw
kaεcl

Kν(w)
K′ν(w)

(
b +

βνa
w2

eϕ

)
⊗
(

eϕ −
βνa
w2

b

)
+

ikaµcl

w

K′ν(w)
Kν(w)

eϕ ⊗ b, (12)

где u2 = k2a2(εcoµco− β2/k2), w2 = k2a2(β2/k2 − εclµcl).
Умножая далее граничные условия(

H(co)
t (a)

0coH
(co)
t (a)

)
=

(
H(cl)

t (a)
0clH

(cl)
t (a)

)
(13)

на блочную матрицу (0cl − I ), получаем уравнение

2H(co)
t (a) = 0, (14)

где 2 = 0cl − 0co — планальный тензор (er2 =
= 2er = 0).

Таким образом, тензор 2 имеет два собственных
вектора er и H(co)

t (a), которые соответствуют нулевому
собственному значению. Это означает, что 2 является
диадой, и инвариантное дисперсионное уравнение при-
нимает вид [9]

2̄t = 0, (15)

где 2̄t — инвариант, след тензора, взаимного к 2.
Учитывая соотношение 2̄ = 2̄ter ⊗ er = 0 и теорему

Гамильтона−Кэли

2̄− 2̄t = 2(2−2t), (16)

дисперсионное уравнение (15) перепишем в виде [9](
22
)

t
=
(
2t

)2
. (17)

Подставляя тензоры импеданса (12) в 2, в рассмат-
риваемом случае ступенчатого волновода имеем дис-
персионное уравнение, которое совпадает с известным
соотношением в теории круглых волокон [18],(

J′ν(u)
uJν(u)

+
µcl

µco

K′ν(w)
wKν(w)

)(
J′ν(u)
uJν(u)

+
εcl

εco

K′ν(w)
wKν(w)

)

=
β2ν2

k2εcoµco

(
u2 + w2

)2

u4w4
.

Решение уравнения (14) дает также тангенциальные
составляющие вектора напряженности поля на границе
раздела двух сред H(co)

t (a). Действительно, умножая (16)

на произвольный вектор p, для которого выполняется
(2−2t)p 6= 0, и сравнивая с (14), получаем

H(co)
t (a) = (2−2t)p. (18)

Амплитуды независимых волн в произвольной точ-
ке сердцевины r определяются согласно соотноше-
ниям (11) при Ht1(a) = H(co)

t (a), Ht2(a) = 0. Векто-
ры Ht(r ), Et(r ) в оболочке находим аналогично, полагая

Ht1(a) = 0, Ht2(a) = H(co)
t (a). Полные векторы напря-

женностей выражаем с помощью матрицы восстановле-
ния (см. формулу (3)). Тогда поляризацию мод волно-
вода в сердцевине (аналогично в оболочке) запишем в
виде (

H(co)(r )
E(co)(r )

)
= V

(
α1(r )
β1(r )

)
α−1 (a)(2−2t)p, (19)

причем в эти выражения мы подставляем постоянные
распространения β, которые находим из дисперсионного
уравнения (17). Таким образом, для решения волновод-
ной задачи необходимо знать тензор 2. С его помощью
мы записываем дисперсионное уравнение (17) и опреде-
ляем поляризацию мод волновода (19).

В случае многослойного круглого волновода, диэлек-
трические и магнитные проницаемости которого имеют
вид

ε =


εco, r < a0,

ε j , a j−1 ≤ r ≤ a j ,

εcl, r ≥ an,

µ =


µco, r < a0,

µ j , a j−1 ≤ r < a j

µcl, r ≥ an,

, j = 1, . . . , n,

из граничных условий следует соотношение

2H(co)
t (a0) = 0, 2 = (0cl − I )�an

a0

(
I
0co

)
. (20)

Эволюционный оператор �an
a0

равен произведению
эволюционных операторов (8) каждого из слоев в сле-
дующем порядке:

�an
a0

= Pn(an)P−n (an−1)Pn−1(an−1)P−n−1(an−2) . . .

. . . P1(a1)P−1 (a0). (21)

Для градиентного волновода вида

ε =


εco, r < a,

ε(r ), a ≤ r < b

εcl, r ≥ b,

, µ =


µco, r < a,

µ(r ), a ≤ r < b,

µcl, r ≥ b,

из граничных условий получаем выражение, аналогич-
ное (20), но в котором �an

a0
необходимо заменить на

эволюционный оператор неоднородного слоя �b
a . Его

можно представить в виде мультипликативного ин-
теграла (6). При численном расчете величину �b

a можно
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определить двумя способами. Первый состоит в разбие-
нии отрезка (a, b) на n частей, причем в пределах каждо-
го отрезка разбиения (r j , r j +1), j = 0 . . . (n− 1) блочная
матрица M считается постоянной и равной M(r j ). Тогда
мультипликативный интеграл можно представить произ-
ведением экспонент с матричным аргументом

�b
a = exp

(
ikM(r n−1)1r n−1

)
exp
(
ikM(r n−2)1r n−2

)
. . .

. . . exp
(
ikM(r 0)1r 0

)
, (22)

где r n = b, r 0 = a, 1r j = r j +1 − r j .
Эволюционный оператор однородного слоя также мо-

жет вычисляться с помощью формулы (22). Исполь-
зование второго способа предполагает разбиение неод-
нородного слоя на n однородных слоев. В этом слу-
чае для вычисления эволюционного оператора можно
воспользоваться формулой (21). Выражение (21) опре-
деляет мультипликативный интеграл точнее, чем (22),
при одинаковом числе слоев n, на которые разбивается
неоднородное волокно. С другой стороны, (22) не тре-
бует вычисления специальных функций, которые входят
в блочную матрицу P, что может сократить время
численного расчета мультипликативного интеграла.

Численные расчеты. Выводы

В качестве примера рассмотрим периодическую мно-
гослойную структуру вида

ε =


εco, r < a,

εcl, a + ( j − 1)d ≤ r < a + ( j − 1/2)d,
εco, a + ( j − 1/2)d ≤ r < a + jd,

εcl, r ≥ a + nd,

µ = 1, j = 1, . . . , n,

где a — радиус сердцевины волновода, n — число
периодов ширины d.

Первую половину периода d/2 занимает среда
с диэлектрической проницаемостью εcl , вторую —
с εco > εcl . Моды такого волокна определяются из
дисперсионного уравнения (17). Планарный тензор 2

вычисляется по формуле (20), а эволюционный оператор
равен произведению матриц (21).

На рисунке представлены решения дисперсионного
уравнения при ν = 0, 1, 2. При ν = 0 мы имеем TE-
и TM-моды. Для всех других ν моды являются гибрид-
ными, т. е. ни одна из продольных компонент полей Ey
и Hy не равна нулю. Тип гибридной моды определяется
величиной отношения продольных компонент электри-
ческого и магнитного полей [18]

δ =
Ey

iHy
=

b0co(a)(2−2t)p
i b(2−2t)p

.

Значение δ > 0 соответствует HE-моде, а δ < 0 —
EH-моде. HE11-мода обладает наименьшей частотой

График зависимости безразмерной постоянной распростра-
нения β/k от волоконного параметра V = ka

√
εco− εcl для

мод волновода с периодическим чередованием слоев при
ν = 0, 1, 2. Параметры задачи: εco = 2.25, εcl = 2.10, d = 0.4a,
n = 5.

отсечки и является основной модой. Волновод счи-
тается одномодовым (поддерживает только основ-
ную моду) при значениях волоконного параметра
V = ka

√
εco− εcl , меньших частоты отсечки следующей

моды (согласно рисунку, V < 2.4 ).
Таким образом, получены инвариантные дисперсион-

ные уравнения и поляризации мод круглых многослой-
ных изотропных волноводов. Громоздкость выкладок
при аналитическом выводе дисперсионных соотношений
компенсируется общностью подхода и возможностью ал-
горитмизировать задачу вне зависимости от сложности
сред (в рассматриваемом классе сред) и количества
слоев волокна. В случае анизотропных волокон, тензоры
диэлектрической и магнитной проницаемости которых
комплексны и не зависят от азимутальной координаты,
мы можем также использовать полученные формулы для
дисперсионного уравнения (17) и поляризации мод (18).
При этом постоянные распространения β выражаются
комплексными числами, т. е. происходит затухание мод.
Если тензоры ε(r, ϕ), µ(r, ϕ) неизотропны в поперечном
сечении волновода либо имеются отклонения попереч-
ного сечения волокна от круглой формы, то уравне-
ния (2)−(5) неприменимы. В этом случае необходимо
решать систему уравнений Максвелла в частных произ-
водных для напряженностей электрического и магнитно-
го полей.
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