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Получено численное решение одномерной граничной задачи по определению стационарного температур-
ного поля ветви термоэлемента в режиме максимального перепада температур. Рассчитано распределение
химического потенциала вдоль ветви термоэлемента. В расчете использовалась квантовая статистика
носителей. Рассмотрены однородные и неоднородные ветви термоэлемента.

Сравнительно низкий уровень эффективности термо-
электрических охладителей сдерживает их увеличива-
ющееся производство, поэтому одной из важнейших
задач полупроводникового материаловедения является
повышение термоэлектрической добротности. Оценки
теоретических пределов термоэлектрической эффектив-
ности [1] показывают, что достигнутые сегодня прак-
тические результаты еще очень далеки от возможных
наивысших значений. Однако и полученные эффектив-
ности термоэлектриков используются не в полной мере.
Возможности применения термоэлектриков в охлаждаю-
щих устройствах определяются теми интервалами тем-
пературы, в которых они эксплуатируются. Это приво-
дит к необходимости подбора материалов, обладающих
наибольшей эффективностью в данных температурных
условиях. Поэтому возникает необходимость оптими-
зации свойств термоэлектрика, но подходы к вопросу
оптимизации могут быть разными. Данная работа посвя-
щена проблеме оптимизации свойств термоэлектрика в
рабочем интервале температур термоэлемента.

Как известно, основным критерием эффективности
термоэлектрика является коэффициент термоэлектриче-
ской добротности [2]

Z =
α2σ

χ
, (1)

где α — дифференциальная термоэдс, σ — электропро-
водность, χ — коэффициент теплопроводности.

Расчет величины Z в зависимости от температуры и
концентрации носителей обычно делается в пренебреже-
нии либо решеточной составляющей, либо электронной
составляющей теплопроводности. В последнем случае
для невырожденных носителей выражения для кине-
тических эффектов приобретают сравнительно простой
аналитический вид и поэтому расчеты коэффициента
термоэлектрической добротности проводятся практиче-
ски до конца [2]. Однако это скорее оценка величины,
чем ее расчет. Кроме того, следует иметь в виду, что для
важнейших термоэлектриков в области максимальной
эффективности имеет место слабое вырождение [3].

Определим оптимальное значение уровня химическо-
го потенциала, при котором достигается максимальная
величина Z, для чего рассчитаем коэффициент термо-
электрической добротности однозонного полупроводни-
ка для случая носителей с промежуточным вырождени-
ем и квадратичным законом дисперсии. При температуре
жидкого азота и выше даже в сильно легированных
полупроводниках преобладает рассеяние носителей за-
ряда на колебаниях кристаллической решетки. Поэтому
ограничимся рассмотрением рассеяния носителей толь-
ко на акустических фононах. Подвижность носителей
заряда, теплопроводность решетки и параметр рассеяния
принимаем не зависящими от концентрации носителей
тока.

В однозонном приближении по формулам, приведен-
ным в [4], вычисляются дифференциальная термоэдс

α = −k
e

(
F2(η)
F1(η)

− η
)
, (2)

подвижность носителей

u =
e · τ0(T)

m∗
F1(η)

F3/2(η)
, (3)

удельная электропроводность

σ = e · n · u, (4)

коэффициент теплопроводности

χ = χph + L · σ · T, (5)

число Лоренца

L =
(

k
e

)2
[

F3(η)
F1(η)

−
(

F2(η)
F1(η)

)2
]
, (6)

где

Fi (η) =

∞∫
0

(
−∂ f 0

∂x

)
xi dx

— интегралы Ферми [4], f 0 = [1 + exp(x − η)]−1 —
равновесная функция распределения; величина эффек-
тивной массы носителей была выбрана равной 0.5m0.
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Учтем решеточную составляющую теплопроводности
в виде температурной зависимости

χph = const/T. (7)

Абсолютные значения подвижности и решеточной
теплопроводности выбраны достаточно близкими к луч-
шим термоэлектрикам, имеющим при комнатной темпе-
ратуре коэффициент термоэлектрической добротности
около 3 · 10−3 K−1. При рассеянии на акустических фо-
нонах зависимость подвижности носителей от эффектив-
ной массы и температуры имеет вид [4]

u∼ m∗−5/2 · T−3/2. (8)

Результаты численного подсчета коэффициента термо-
электрической добротности в зависимости от приведен-
ного химического потенциала при температурах от 100
до 300 K представлены на рис. 1. Видно, что приве-
денный химический потенциал с ростом температуры
опускается, достигая величины −0.87 при комнатной
температуре. Рассчитанная таким образом величина при-
веденного химического потенциала обычно и принимает-
ся за оптимальную.

Однако следует всегда помнить, что коэффициент
термоэлектрической добротности вводится для случая
не зависящих от температуры кинетических коэффици-
ентов [2] и для переменных коэффициентов переста-
ет быть надежной характеристикой термоэлектрической
эффективности. Поэтому для расчета эффективности
ветви термоэлемента воспользуемся иным подходом.
Температурное поле одномерной адиабатической изоли-
рованной однородной ветви термоэлемента в установив-
шемся режиме с учетом эффекта Томсона описывается
стационарным уравнением теплопроводности

d
dx

(
χ

dT
dx

)
+

y2

σ
− yT

dα
dT

dT
dx

= 0 (9)

с граничными условиями

χ
dT
dx

∣∣∣∣
x=0

= αyT
∣∣
x=0

, T
∣∣
x=1

= T1, (10)

где y = J · l/S, l — длина ветви, S — сечение ветви,
J — ток ветви; коэффициенты α, σ , χ вычислялись по
формулам (2), (4) и (5) соответственно.

Поскольку граничная задача (9,10) нелинейная, она
решалась численными методами. Одновременно прово-
дилась численная оптимизация по току и по концен-
трации носителей заряда. Для нахождения положения
приведенного химического потенциала использовалось
выражение для концентрации носителей [4]

n =
8π
3h3

(2m∗kT)3/2F3/2(η). (11)

Интервал вариации приведенного химического потен-
циала составлял −4÷ 2.5.

Рис. 1. Зависимость коэффициента термоэлектрической доб-
ротности от приведенного химического потенциала для раз-
личных температур (1 — 100, 2 — 150, 3 — 200, 4 — 250,
5 — 300 K).

Результаты расчета температурного поля и приведен-
ного химического потенциала для ветви термоэлемента,
работающей в режиме максимального перепада темпера-
туры, представлены на рис. 2 и 3 соответственно. Пред-
ставляет интерес сравнить оба подхода. Из сравнения
рис. 1 и 3 легко видеть, что оптимальные величины
приведенного химического потенциала, определяющие
положение максимумов Z (рис. 1), даже не находятся
в пределах интервала изменения приведенного химиче-
ского потенциала вдоль ветви термоэлемента (рис. 3),
хоты общая качественная тенденция роста приведенного
химического потенциала с уменьшением температуры
сохраняется той же. Отсюда можно заключить, что для
оптимизации свойств ветви термоэлемента, предназна-
ченного для работы в заданном температурном интер-
вале, необходимо это сделать посредством оптимизации
граничной задачи. Рис. 2 представляет графики распре-
деления температуры вдоль ветви термоэлемента при
оптимальных значениях приведенного тока в режиме
максимального перепада температуры. Максимальное
значение температуры достигается в этом режиме в
точке, где находится горячий конец ветви. Поэтому
тепловой поток в наиболее нагретой точке ветви равен
нулю. Обращает на себя некоторое зеркальное подобие
поведения температурных кривых (рис. 2) и приведен-
ного химического потенциала (рис. 3). Очевидно, что
такое поведение приведенного химического потенциала
обусловлено тем, что концентрация носителей заряда в
ветви фиксирована в рамках однозонной модели.

Поскольку кинетические коэффициенты реальных тер-
моэлектриков являются функциями температуры, то,
для того чтобы ветвь термоэлемента была оптимизи-
рована во всем интервале перепада температур, она
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Рис. 2. Распределение температуры в ненагруженной ветви
термоэлемента при разных температурах горячего конца ветви
(1 — 100, 2 — 150, 3 — 200, 4 — 250, 5 — 300 K).

Рис. 3. Распределение приведенного химического потенциала
в ненагруженной ветви при различных температурах горячего
конца. 1−5 — то же, что и на рис. 2.

должна быть неоднородна. Использование неоднородных
по длине ветвей термоэлементов является одним из
направлений повышения термоэлектрической эффектив-
ности [5]. Установлено, что термоэффективность по-
вышается, если удельная проводимость растет, а ко-
эффициент термоэдс уменьшается от горячего конца
к холодному. Такой вывод получен при рассмотрении
термоэлементов с плавно меняющимися по длине свой-
ствами как предельного случая составного термоэле-
мента [6]. Определена и функциональная зависимость
распределения коэффициента электропроводности вдоль
ветви термоэлемента. Она оказалась линейной.

Расчет термоэлектрической эффективности ветви тер-
моэлемента, основанный на решении граничной задачи,
продемонстрирован в работе [7]. Сформулированная ав-
торами вариационная задача решалась с применением
принципа максимума Понтрягина, что потребовало ли-
неаризации исходных условий задачи. Также предполага-
лось, что коэффициенты термоэдс, теплопроводности и
электропроводности, полученные из классической ста-
тистики, слабо зависят от температуры. В результате
решения задачи установлено, что оптимальным ока-
зывается также линейное распределение концентрации
носителей тока вдоль ветви термоэлемента.

В несколько иной постановке с учетом температурной
зависимости кинетических коэффициентов и линейным
распределением концентрации носителей тока эта за-
дача решалась нами [8,9]. Рассматривались режимы
максимального перепада температуры и максимальной
холодопроизводительности. В результате показано, что
линейное распределение концентрации носителей заряда
позволяет увеличить перепад температур и холодопроиз-
водительность ветви термоэлемента. Недостатком этих
работ является использование классической статистики.
Для термоэлектриков характерно же слабое вырождение
носителей. Поэтому решать эту задачу следует для
квантовой статистики. Температурное поле одномерной
адиабатически изолированной неоднородной ветви тер-
моэлемента в установившемся режиме с учетом эффекта
Томсона и распределенного эффекта Пельтье описывает-
ся стационарным уравнением теплопроводности

d
dx

(
χ

dT
dx

)
+

y2

σ
− yT

(
dα
dT

dT
dx

+
dα
dx

)
= 0 (12)

с теми же граничными условиями (10), где y = J · l/S;
коэффициенты α, σ , χ вычислялись по формулам (2),
(4) и (5) соответственно.

Граничная задача (10), (12) была решена численно,
а также приведена численная оптимизация полученных
решений по току. Поскольку для нелинейной задачи
мы не можем найти оптимальное распределение кон-
центрации носителей, рассмотрим конкретные функции
распределения носителей вдоль ветви термоэлемента.
Так как в работах [6,7] утверждалось, что оптимальным
является линейное распределение, естественно начать
с линейного закона распределения концентрации носи-
телей

n = n0(1− gx), (13)

где g = 1− 1/k, k = n0/n1 — кратность перепада кон-
центраций на холодном и горячем концах ветви; измене-
ние отношения концентраций носителей на холодном и
горячем концах k = n0/n1 выберем в пределах 1 ≤ k ≤ 5.

Для неоднородной ветви распределение приведенного
химического потенциала изменяет свой вид (рис. 4), при
этом увеличивается перепад температуры. Однако с уве-
личением перепада концентраций перепад температуры
ведет себя нелинейно и стремится к насыщению. Это
связано с тем, что (как видно из рис. 5) на горячем

Журнал технической физики, 2005, том 75, вып. 2



Зависимость эффективности ветви термоэлемента от распределения концентрации носителей 65

Рис. 4. Распределение приведенного химического потенциала
вдоль ветви термоэлемента при T1 = 300 K для линейного рас-
пределения концентрации носителей при разных отношениях
n0/n1 (1 — 1, 2 — 1.5, 3 — 2, 4 — 3, 5 — 4, 6 — 5).

Рис. 5. Распределение температуры вдоль ветви термоэлемен-
та при T1 = 300 K для линейного распределения концентрации
носителей при разных отношениях n0/n1 (1 — 1, 2 — 2,
3 — 5).

конце ветви максимум температуры уже не достигается
(кривые 2 и 3) и, поскольку градиент температуры
в этой точке не равен нулю, увеличивается тепловой
поток с горячего конца ветви термоэлемента. Чтобы
этого не происходило, область поглощения теплоты в
распределенном эффекте Пельтье следует сместить к
холодному концу ветви, для чего следует изменить закон
распределения концентрации носителей. Концентрация
носителей заряда вблизи горячего конца ветви практиче-
ски не должна меняться, а область быстрого изменения
концентрации должна быть смещена к холодному концу

ветви. Этого можно достичь, если выбрать экспоненци-
альное распределение концентрации носителей

n = n0
(
b exp(−ax) + c

)
, (14)

где n0 — концентрация носителей на холодном
конце ветви, b = (k − 1)/k(1− exp(−a)), c = (1− k ×
× exp(−a))/k(1− exp(−a)).

Зависимость приведенного химического потенциала
от координаты ветви для неоднородности экспоненци-
ального типа представлена на рис. 6. Наличие градиента

Рис. 6. Распределение приведенного химического потенциала
вдоль ветви термоэлемента для случая T1 = 300 K и отно-
шения n0/n1 = 5 при разных распределениях концентрации
носителей (по линейному закону (1), по экспоненте, a = 1 (2),
3 (3), 5 (4), 10 (5)).

Рис. 7. Зависимость максимального перепада температур от
отношения концентраций носителей на холодном и горячем
концах ветви n0/n1 для случая T1 = 300 K при разных распре-
делениях носителей вдоль ветви (по линейному закону (1), по
экспоненте, a = 1 (2), 3 (3), 5 (4), 10 (5)).
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концентрации носителей заряда приводит к понижению
температуры холодного конца ветви за счет большей
компенсации теплоты Джоуля в этой области. На
рис. 7 показана зависимость перепада температуры от
перепада концентрации при различных распределениях
концентрации вдоль ветви термоэлемента. Кривая 1 —
для линейного распределения, остальные кривые — для
экспоненты при различных значениях константы a в по-
казателе экспоненты. Видно, что максимальный перепад
температуры при одинаковом перепаде концентрации
определяется величиной коэффициента при показателе
экспоненты.

Таким образом, в работе показано, что коэффициент
термоэлектрической добротности можно использовать
для оптимизации концентрации носителей только на на-
чальной стадии подбора термоэлектрика, а окончательно
оптимизацию по концентрации носителей тока в рабо-
чем интервале температур термоэлемента даже для од-
нородной ветви следует проводить с помощью решения
оптимальной граничной задачи; линейное распределение
концентрации носителей вдоль ветви термоэлемента не
является оптимальным, поскольку использование вет-
вей термоэлементов с экспоненциальным распределени-
ем концентрации носителей увеличивает эффективность
ветви по сравнению с линейным распределением.
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