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Разработан эффективный и строгий метод для численного анализа резонаторов коаксиальных гиротронов,
применяющихся для нагрева плазмы, генерации токов увлечения и в других целях в установках управляемого
термоядерного синтеза с магнитным удержанием. Полученные результаты могут быть использованы для
моделирования работы коаксиальных гиротронов, оптимизации резонаторов коаксиальных гиротронов, а так-
же для создания эффективного математического обеспечения в целях исследования физики и инженерных
расчетов коаксиальных гиротронов.

Введение

Современный прогресс в области управляемого тер-
моядерного синтеза (УТС) в значительной степени зави-
сит от успехов современной технической физики и тех-
нологий. В частности, разработка мощных источников
миллиметрового излучения имеет большое значение для
совершенствования систем электронно-циклотронного
нагрева (ЭЦН) плазмы в установках с магнитным
удержанием. Кроме дополнительного нагрева плазмы
миллиметровое излучение может быть использовано для
генерации токов увлечения, поджига и контроля устой-
чивости термоядерной реакции и т. д. [1–3]. Широкое
и многоплановое использование миллиметрового излу-
чения планируется в наиболее значительном проекте
современности в области УТС — ITER (International
Thermonuclear Experimental Reactor).

Системы ЭЦН используют гиротроны в качестве
источников миллиметрового излучения. Для их упро-
щения и уменьшения их стоимости до приемлемых
пределов необходимо, чтобы отдельный гиротрон обес-
печивал мощность около 2 MW на частоте в интервале
140−200 GHz в режиме непрерывной генерации (им-
пульсы длительностью более 10 s), причем возможность
перестройки частоты генерации является весьма жела-
тельной [4].

Гиротроны с традиционными резонаторами в виде
цилиндрического волновода, которые разрабатываются
для проекта ITER, в настоящее время достигают мощ-
ности 1 MW на частоте 170 GHz в непрерывном ре-
жиме [5,6]. Однако дальнейшее повышение мощности
в гиротронах этого типа сопряжено со значительны-
ми техническими трудностями, которые обусловлены
в основном чрезмерным нагревом стенок резонатора,
недопустимым уровнем конкуренции мод и эффекта-
ми пространственного заряда электронного пучка. Эти
трудности могут быть успешно преодолены в гиро-

тронах нового поколения, использующих в качестве
резонаторов коаксиальные структуры с гофрированным
внутренним проводником [7–9].

В настоящее время наиболее активные экспери-
ментальные и теоретические исследования гиротро-
нов на коаксиальных резонаторах проводятся в Ис-
следовательском центре Карлсруэ (Forschungszentrum
Karlsruhe), Германия [8,9], в Институте прикладной
физики (Institute of Applied Physics), Нижний Нов-
город, Россия [10] и в Массачусетском технологиче-
ском институте (Massachusetts Institute of Technology)
США [11]. О достижении рекордной выходной мощ-
ности около 2.2 MW для гиротронов этого класса при
КПД 28% сообщалось в [12]. Длина импульса излучения
составляла 0.8 ms при частоте повторения 1 Hz. В ка-
честве рабочей моды коаксиального гиротрона исполь-
зовалась мода TE31,17, частота генерации находилась
вблизи 165 GHz. Высокочастотные и низкочастотные
паразитные колебания также были обнаружены. Увели-
чение длины импульса, уменьшение тепловых нагрузок
на внутреннем проводнике и повышение уровня одно-
модовости являются основными текущими задачами при
разработке коаксиальных гиротронов для использования
в установках УТС. Для эффективного решения этих
задач необходимы новые надежные знания относительно
сценария конкуренции мод и потерях во внутреннем
проводнике.

До сих пор расчет резонаторов коаксиальных ги-
ротронов производился на основе упрощенной импе-
дансной модели гофрированного внутреннего провод-
ника [13–15]. Согласно этой модели, гофрированный
внутренний проводник коаксиала (рис. 1) заменялся
гладким проводником с эквивалентным импедансом на
поверхности. Величина эквивалентного импеданса за-
висит от параметров гофрировки, чем и учитывается
ее влияние. Выражения для эквивалентного импеданса
и методы его введения можно найти в [13–15]. Импе-
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Рис. 1. Поперечное сечение резонатора коаксиального гиро-
трона.

дансная модель достаточно проста и удобна в расчетах.
Она была использована для расчета и оптимизации
ряда экспериментальных вариантов коаксиальных гиро-
тронов. Однако установить пределы применимости этой
модели достаточно сложно. Общепринятым критерием
справедливости импедансного приближения в теории
коаксиальных гиротронов считается условие s < πRi /m,
где s = 2πRi /N, N — количество канавок на внутрен-
нем проводнике, m — азимутальный индекс основной
пространственной гармоники, Ri — радиус внутренне-
го проводника [13–15]. Оно означает малость периода
гофрировки по сравнению с периодом изменения поля
фундаментальной пространственной гармоники в азиму-
тальном направлении. Сравнение приближенных расче-
тов со строгим электродинамическим анализом прове-
дено в работах [16,17] для прямоугольной волноводной
структуры с периодической решеткой на одной стороне.
Показано, что данное условие обеспечивает хорошую
относительную точность расчетов (∼ 1%) постоянной
распространения на основе импедансной модели, одна-
ко вовсе не обеспечивает малости амплитуд высших
пространственных гармоник, которые не учитываются в
рамках импедансного приближения. В результате поле
вблизи гофрированной поверхности, рассчитанное на
основе импедансной модели, может существенно отли-
чаться от истинного. Еще одним серьезным недостатком
импедансной модели является ее непригодность для
описания вырожденных мод и резонансных режимов.
Например, для моды с азимутальным индексом m = N/2
импедансное приближение может давать некорректные
значения полей не только вблизи гофрированной поверх-
ности, но и вдали от нее, так как радиальное распределе-
ние полей основной и (1)-й пространственных гармоник
в этом случае является идентичным.

Отмеченные недостатки импедансной модели могут
привести к серьезным просчетам при оптимизации ре-
зонаторов коаксиальных гиротронов. Селективные свой-
ства коаксиального резонатора основаны на различии в
зависимостях собственных значений различных мод χ

от соотношения внешнего и внутреннего радиусов ко-
аксиала C = R0/Ri . При изменении C вдоль резонатора
(рис. 2) dχ/dC является разным для различных мод, что
и используется для их селекции. Поскольку в мощных
гиротронах используются рабочие моды с высокими
азимутальными и радиальными индексами, полные отно-
сительные изменения собственного значения 1χ/χ вдоль
резонатора, обеспечивающие селекцию мод, являются
весьма малыми (∼ 0.1−0.3%). Таким образом, погреш-
ность импедансного приближения (∼ 1%) не гаранти-
рует корректных расчетов dχ/dC для конкурирующих
мод, так как для этого необходимо, чтобы относительная
погрешность вычисления собственного значения была
много меньше полного относительного изменения соб-
ственного значения 1χ/χ вдоль резонатора. Достичь
подобной точности (< 0.01%) можно лишь на основе
строгих электродинамических подходов.

Один из вариантов строгого анализа коаксиальных
структур с азимутальной периодичностью был раз-
работан в [18] для расчетов резонаторных структур
магнетронов. Позже он был развит и применен для
расчетов коаксиальных гиротронов [19]. Он позволяет
существенно повысить точность расчетов, особенно для
мод с не очень высокими азимутальными и радиальными
индексами. Однако при увеличении радиального и азиму-
тального индексов его точность падает. Идея разработки
и применения устойчивых прямых численных методов
решения системы интегральных уравнений (СИУ) пер-
вого рода в задачах радиофизики СВЧ предложена и
математически обоснована в [20–24].

Строгий электродинамический анализ коаксиального
резонатора с гофрированным внутренним проводником,
который предлагается в данной статье, основан на пря-
мых численных методах решения СИУ первого рода,
к которому эквивалентно сводится соответствующая
краевая задача [25]. С нашей точки зрения, при этом
достигается разумный компромис между сложностью

Рис. 2. Типичная геометрия резонатора коаксиального гиро-
трона (1 — критическое сечение).
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аналитических преобразований, с одной стороны, и
сходимостью и устойчивостью численных решений, с
другой стороны. Ранее подобный подход применялся для
строгого электродинамического анализа прямоугольной
волноводной решетки [16,17], открытых и сверхразмер-
ных решеток конечной длины [26–28], микрополосковых
линий [29,30]. Во всех случаях полученные численные
результаты обладали хорошей сходимостью и устойчи-
востью при достаточно скромных затратах машинного
времени.

Статья организована следующим образом. В разде-
ле 1 формулируется исходная краевая задача для урав-
нения Гельмгольца, которая эквивалентно сводится к
интегральному уравнению первого рода с логарифмиче-
ской сингулярностью. В разделе 2 интегральное урав-
нение первого рода с логарифмической сингулярностью
эквивалентно сводится к СИУ первого рода с допол-
нительным условием. Для последнего развиты прямые
численные методы решения. Практические примеры
расчетов приведены в разделе 3. Результаты расчетов
сравниваются с результатами импедансного приближе-
ния. Показано, что ошибка в вычислении dχ/dC ли-
бо 1χ/χ вдоль резонаторов коаксиальных гиротронов,
разрабатывающихся для нагрева плазмы в ITER и других
установках с магнитным удержанием, может дости-
гать 50% и более, что может приводить к серьезным
погрешностям в расчетах сценария конкуренции мод
и оптимизации параметров резонаторов коаксиальных
гиротронов (см. также [31]). Результаты исследований
резюмируются в Заключении.

1. Постановка задачи и вывод
исходного интегрального уравнения

Резонатор коаксиального гиротрона представляет со-
бой отрезок плавно неоднородного коаксиального вол-
новода, поперечное сечение которого показано на рис. 1.
Обычно при расчетах взаимодействием различных мод
вследствие продольной неоднородности пренебрегают,
так что в каждом сечении представляется суперпозицией
нескольких мод, характеристики которых локальным
образом зависят от параметров поперечного сечения.
Поэтому расчет структуры полей в каждом поперечном
сечении резонатора производится независимо в пред-
положении, что она такая же, как и в бесконечном
волноводе с тем же поперечным сечением. Такой под-
ход является традиционным и достаточно эффективным
для плавно нерегулярных волноводов [32]. Обычно для
расчета одного резонатора необходимо рассчитать около
300−400 поперечных сечений. Далее эти результаты
используются при решении задачи возбуждения резона-
тора электронным пучком.

Таким образом, ключевой задачей при расчете ре-
зонаторов коаксиальных гиротронов является задача
расчета постоянных распространения и структуры полей

собственных волн бесконечного волновода, сечение ко-
торого совпадает с поперечным сечением коаксиального
резонатора.

Как известно, собственные моды регулярного вакуум-
ного волновода с произвольным поперечным сечением
допускают разделение на моды TE и TM поляриза-
ций. В дальнейшем будем рассматривать моды TE
поляризации, так как именно они являются рабочими
либо наиболее опасными паразитными в коаксиальном
гиротроне.

Все компоненты произвольной моды TE поляризации
могут быть выражены через одну функцию 9(r, ϕ)
(мембранную функцию) [32], которая пропорциональ-
на Hz

Er = (ikR2
0/r ) ∂9/∂ϕ, Eϕ = −ikR2

0 ∂9/∂ϕ, Ez = 0,

Hr = ikzR2
0 ∂9/∂r, Hϕ = (ikzR2

0/r )∂9/∂ϕ, Hz = χ29,

где r , ϕ — цилиндрические координаты; R0 — радиус
внешнего проводника; k = 2π/λ — волновое число;
λ — длина волны; kz — продольное волновое число;
χ = R0

√
k2 − k2

z — нормированное поперечное волно-
вое число, зависящее только от геометрии поперечного
сечения (далее его будем называть собственным значе-
нием в соответствии с общепринятой терминологией в
теории коаксиальных гиротронов); фазовый множитель
exp[i (kzz − ωt)] опущен.

Мембранная функция для TE-мод удовлетворяет урав-
нению [

1⊥ + (χ/R0)2
]
9 = 0, (1)

где 1⊥ = (1/r )(∂/∂r )(r ∂/∂r ) + (1/r 2)∂2/∂ϕ2, с гранич-
ным условием Дирихле

∂9/∂n = 0 (2)

на контуре поперечного сечения.
Обозначим C = R0/Ri , C′ = R0/(Ri − d). Здесь Ri —

радиус гофрированной вставки, d — глубина канавок.
В области над канавками (Ri < r < R0) мембранная
функция может быть представлена в виде суперпозиции
пространственных гармоник

9 ≡ 9+ =
∞∑

n=−∞
AnGkn

(χ, χ/C, χr /R0) exp(iknϕ), (3)

где Gν(a, b, c)=
(
J′ν(a)Yν(c)−Y′ν(a)Jν(c)

)
/
(
J′ν(a)Y′ν(b)−

−Y′ν(a)J′ν(b)
)
, kn = m+ nkS, kS = 2π/ϕS = N, ϕS =

= 2π/N — угловой период гофрировки, m — азимуталь-
ный индекс моды, Jν(x) и Yν(x) — функции Бесселя
и Неймана соответственно, угол ϕ отсчитывается от
середины канавки.

Представление (3) автоматически удовлетворяет гра-
ничному условию (2) на поверхности внешнего коак-
сиала.
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Далее в силу квазипериодичности представления (3)
удобно ограничиться рассмотрением одного периода по
углу ϕ: −ϕS/2 < ϕ < ϕS/2. Мембранную функцию в ка-
навке (Ri − d < r < Ri , −ϕL/2 < ϕ < ϕL/2) представим
в виде ряда Фурье

9 ≡ 9− =
∞∑

n=−∞
XnGξn

( χ
C′
,
χ

C
,
χr
R0

)
cos
(
ξn(ϕ + ϕL/2)

)
,

(4)
где ξn = πn/ϕL.

Введем новую неизвестную функцию F(ϕ) =
= (R0/χ) ∂9+/∂r

∣∣
r =Ri

, для которой из (3) получаем
представление

F(ϕ) =
∞∑

n=−∞
An exp(iknϕ). (5)

В силу граничного условия (2)

F(ϕ) = 0, ϕ ∈ [−ϕS/2,−ϕL/2] ∪ [ϕL/2, ϕS/2]. (6)

Используя (5) и (6), выражаем коэффициенты An
через F(ϕ)

An =
1
ϕS

ϕL/2∫
−ϕL/2

F(θ) exp(−iknθ) dθ. (7)

Поле должно удовлетворять условиям непрерывности
при r = Ri , −ϕL/2 < ϕ < ϕL/2

9+(Ri , ϕ) = 9−(Ri , ϕ), (8)

R0

χ

∂9−

∂r
(Ri , ϕ) = F(ϕ). (9)

Из (4) и (9) выражаем через F(ϕ) коэффициенты Xn

Xn =
2εn

ϕL

ϕL/2∫
−ϕL/2

F(θ) cos
(
ξn(θ + ϕL/2)

)
dθ, (10)

где

εn =

{
1/2, n = 0,

1, n 6= 0.

Первое условие непрерывности (8) с учетом (3) и (4)
сводится к соотношению

∞∑
n=−∞

AnWkn
(χ, χ/C) exp(iknϕ)

=
∞∑

n=0

XnWξn
(χ/C′, χ/C) cos

(
ξn(ϕ + ϕL/2)

)
,

−ϕL/2 < ϕ < ϕL/2, (11)

где Wν(a, b) = (1/b)Gν (a, b, b).

Подставляя (7), (10) в (11) и меняя порядок сум-
мирования и интегрирования, приходим к исходному
интегральному уравнению первого рода на отрезке

ϕL/2∫
−ϕL/2

H(ϕ, θ)F(θ) dθ = 0, −ϕL/2 < ϕ < ϕL/2, (12)

где

H(ϕ, θ) = G1(ϕ − θ) + G2(ϕ − θ) + G2(ϕ + θ + ϕL),

G1(x) = (1/ϕS)
∞∑

n=−∞
Wkn

(χ, χ/C) exp(iknx),

G2 = −(1/ϕL)
∞∑

n=0

εnWξn
(χ/C′, χ/C) cos(ξnx).

Интегральное уравнение (12) эквивалентно двумер-
ной краевой задаче (1), (2). Оно учитывает вклад
всех пространственных и фурье-гармоник поля. Нетруд-
но показать, что ядро интегрального уравнения (12)
содержит логарифмическую сингулярность при ϕ = 0:
H(ϕ, θ) = (2/π) ln |ϕ − θ|+ Hr (ϕ, θ), где Hr (ϕ, θ) —
гладкая функция внутри интервала (−ϕL/2, ϕL/2) по
обеим переменным. К уравнению типа (12) могут быть
сведены многие задачи радиофизики СВЧ [20–30,33],
поэтому знание некоторых вопросов теории этих урав-
нений является полезным и может существенно помочь
при построении эффективных численных методов. Как
известно, интегральные уравнения с логарифмической
особенностью по своим свойствам весьма похожи на
уравнения Фредгольма и их иногда называют квази-
фредгольмовыми. Прямое решение таких уравнений мо-
жет быть недостаточно устойчивым. Это подтверждают
многочисленные результаты решения подобных задач
методом частичных областей либо методом моментов.
Причем часто интегральное уравнение не выписыва-
ется, а используются соотношения типа (11) для по-
лучения бесконечных систем линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) относительно неизвестных коэффи-
циентов An либо Xn (см., например, [18,19]). Прямое
редуцирование этих СЛАУ может приводить к плохой
устойчивости численных результатов и их зависимости
от способа усечения коэффициентов An и Xn, так как
редуцированная СЛАУ эквивалентна уравнению Фред-
гольма первого рода. Сингулярная часть ядра (12),
обусловленная вкладом бесконечного числа простран-
ственных гармоник, исчезает при редукции.

В следующем разделе будут предложены некоторые
строгие численные методы нахождения искомой функ-
ции F(ϕ) и собственного значения χ исходя из (12),
аккуратно учитывающие сингулярность ядра.
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2. Строгие численные методы анализа
исходного интегрального уравнения

Дифференцируя (12) по ϕ, приходим к СИУ первого
рода

ϕL/2∫
−ϕL/2

F(θ) dθ/(θ − ϕ) +

ϕL/2∫
−ϕL/2

K(ϕ, θ)F(θ) dθ = 0,

ϕ ∈ (−ϕL/2, ϕL/2), (13)

где первый интеграл следует понимать в смысле главно-
го значения по Коши, K(ϕ, θ) = −(π/2)∂H(ϕ, θ)/∂ϕ −
−1(θ − ϕ) — гладкая по обеим переменным функция.

Для единственности решения (13) необходимо допол-
нительное условие, которое можно получить интегриро-
ванием (12) по ϕ

ϕL/2∫
−ϕL/2

L(θ)F(θ) dθ = 0, (14)

где L(θ) =
ϕL/2∫
−ϕL/2

H(ϕ, θ) dϕ — гладкая функция.

Для удобства введем безразмерные переменные
t = 2ϕ/ϕL, τ = 2θ/ϕL . В новых переменных (13) и (14)
принимают вид

1∫
−1

ν(τ ) f τ /(τ − t) +

1∫
−1

K1(t, τ )ν(τ ) dτ = 0, t ∈ (−1, 1),

(15)
1∫
−1

L1(τ )ν(τ ) dτ = 0, (16)

где ν(τ ) = F(ϕLτ /2), K1(t, τ ) = (ϕL/2)K(ϕLt/2, ϕLτ /2),
L1(τ ) = L(ϕLτ /2).

Уравнения типа (15) с дополнительным условием (16)
часто возникают в задачах аэродинамики [34], теории
упругости, электростатики и т. д. Для них развит и
математически обоснован ряд прямых численных мето-
дов, получивших название метода дискретных особен-
ностей [20,22,34]. Ключевым шагом в этих подходах
является замена сингулярных интегралов квадратурны-
ми формулами. Оценка точности квадратурных фор-
мул может быть получена аналитически. В результате
СИУ (11) с дополнительным условием (12) сводят-
ся к СЛАУ. Равенство нулю определителя полученной
СЛАУ и дает искомые собственные значения. Два спо-
соба дискретизации (11), (12) приведены в Приложении.

Следует также отметить, что при вычислении
ядер СИУ для параметров реальных коаксиальных гиро-
тронов возникают существенные трудности, связанные с
вычислением функций Бесселя больших порядков и ар-
гументов. Непосредственное вычисление функций Бес-
селя с помощью стандартных встроенных программ воз-
можно лишь для нескольких первых членов бесконечных

рядов, входящих в (10). В силу медленной сходимости
этих рядов (Wν(a, b) ∼

(
|b− a|/(b− a)

)
/|ν |+ O(|ν |−3),

ν → ±∞) необходимо применять оригинальные методы
повышения сходимости рядов при вычислении функ-
ций G1(x), G2(x) и функций Бесселя, которые не
приводят к накоплению погрешностей. Иначе достичь
необходимой точности при вычислении собственных
значений (< 0.01%) невозможно. Один из вариантов
повышения сходимости указанных рядов описан в [25].

3. Примеры численных расчетов

Конкретные численные расчеты выполнялись для ре-
зонаторов двух коаксиальных гиротронов. Одним из
них является коаксиальный гиротрон на моде TE31,17,
экспериментально реализованный в Карлсруэ, Герма-
ния [12]. Геометрия резонатора TE31,17 коаксиального
гиротрона качественно не отличается от приведенной
на рис. 2. Внутренний проводник имеет 72 канавки
прямоугольной формы. Ширина канавок 0.35 mm, глуби-
на — 0.45 mm. Наиболее опасными паразитными модами
в этом гиротроне являются TE28,18, TE29,18, TE29,17,
TE30,17, TE32,17 и TE30,18. Расчет добротностей этих мод
на основе строгого подхода QSIE и импедансного QIMP
приближения приведен в табл. 1.

Как видно из таблицы, более строгие расчеты приво-
дят к более высоким значениям добротности для всех
без исключения мод. Однако повышение не является
одинаковым. Для мод с более низкой добротностью
повышение, как правило, более существенно. Небольшое
исключение составляет лишь мода TE30,18.

На рис. 3 в качестве иллюстрации приведена зави-
симость собственного значения моды TE29,18 от про-
дольной координаты для резонатора TE31,17 коаксиаль-
ного гиротрона χ29,18(z), полученная на основе строгого
электродинамического анализа (жирная линия) и импе-
дансного приближения (тонкая линия). Как видно из
графиков, истинное значение χ меньше даваемого им-
педансным приближением. Относительная погрешность
импедансного приближения является не очень боль-
шой (∼ 0.01%). Однако она достигает 50% от полного
изменения χ29,18(z) вдоль длины резонатора, что мо-
жет привести к значительным искажениям при оценках

Таблица 1. Сравнение вычисления дифракционной добротно-
сти конкурирующих мод на основе импедансного приближения
и строгого подхода для TE31,17 коаксиального гиротрона [12]

Мода QIMP QSIE 1Q, %

TE31,17 1866 1892 1.39
TE28,18 1275 1419 11.29
TE29,18 1518 1647 8.5
TE29,17 1602 1671 4.31
TE30,17 1752 1797 2.5
TE30,18 1731 1831 5.78
TE32,17 1951 1965 0.07
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Рис. 3. Сравнение вычисления собственного значения мо-
ды TE29,18 в зависимости от продольной координаты для ре-
зонатора TE31,17 коаксиального гиротрона при использовании
импедансного приближения (1) и строгого подхода (2).

селективных свойств коаксиальных резонаторов, сде-
ланных на основе импедансного приближения. Сравни-
тельные графики для собственных значений остальных
мод этого резонатора качественно не отличаются от
приведенных на рис. 3. При этом следует отметить, что
для мод с меньшей добротностью погрешность импе-
дансного приближения оказывается более существенной.

Результаты, полученные для другого резонатора ко-
аксиального гиротрона, который в настоящее время
находится на стадии проектирования (рабочая мо-
да TE34,19 [35]) и предназначен для использования в
проекте ITER, показали очень похожие различия [31].
Резонатор TE34,19 коаксильного гиротрона качественно
не отличается от показанного на рис. 2, более полные и
точные данные о нем можно найти в [35]. Кроме доброт-
ностей и собственных значений для обоих резонаторов
был рассчитан сценарий конкуренции мод [31]. Показа-
но, что более точный расчет собственных значений на
основе строгого электродинамического подхода приво-
дит к существенным изменениям в сценарии конкурен-
ции мод по сравнению с импедансным приближением
в случае TE34,19 гиротрона. В случае TE31,17 гиротрона
сценарий конкуренции мод оказался менее чувствителен
к погрешностям, даваемым импедансной моделью. Де-
тали сравнительного анализа конкуренции мод можно
найти в [31].

В заключение отметим, что расчеты выполнялись
независимо на основе двух алгоритмов, использующих
различные схемы дискретизации и различные методы
вычисления матричных элементов. Получена высокая
точность совпадения результатов, что снимает всякие
сомнения относительно их достоверности. Сходимость
численных результатов для собственных значений иллю-
стрируется в Приложении. Полученные результаты поз-
воляют заключить, что абсолютная погрешность в вы-
числениях собственных значений не превышает 5 · 10−7,

что является вполне достаточным для адекватных рас-
четов сценария конкуренции мод, несмотря на его
высокую чувствительность к погрешности вычисления
собственных значений.

Приложение

Используя квадратурные формулы интерполяционно-
го типа с узлами в нулях полиномов Чебышева, можно
свести (15), (16) к СЛАУ без каких-либо дополнитель-
ных аналитических преобразований. Этот подход был
предложен и разработан в [22,36]. В соответствии с ним
неизвестная функция ν(τ ) представляется в виде

ν(τ ) =
ϑ0(τ )√
1− τ 2

, (17)

где ϑ0(τ ) — ограниченная функция.

Будем искать приближение ϑ (n)
0 (τ ) новой неизвестной

функции ϑ (τ ) в виде полинома степени n− 1 из прибли-
женного СИУ

1∫
−1

ϑ
(n)
0 (τ )
τ − t

dτ√
1− τ 2

+

1∫
−1

K(n)
1 (t, τ )ϑ (n)

0 (τ )
dτ√

1− τ 2
= 0,

t ∈ (−1, 1) (18)

с приближенным дополнительным условием

1∫
−1

L(n)
1 (τ )ϑ (n)

0 (τ )
dτ√

1− τ 2
= 0. (19)

Здесь ядра заменены интерполяционными полиномами
Лагранжа

K(n)
1 (t, τ ) =

n∑
k=1

n−1∑
j =1

K1

(
t(2,n)

j , t(1,n)
k

) Tn(τ )(
τ − t(1,n)

k

)
T ′n
(
t(1,n)
k

)
×

Un−1(t)(
t − t(2,n)

j

)
U ′n−1

(
t(2,n)

j

) ,
L(n)

1 (τ ) =
n∑

k=1

L1

(
t(1,n)
k

) Tn(τ )(
τ − t(1,n)

k

)
T ′n
(
t(1,n)
k

) .
Причем в качестве узлов интерполирования по пере-

менной τ выбраны нули полинома Чебышева первого
рода Tn(τ )

t(1,n)
k = cos

(2k − 1)π
2n

; k = 1, 2, . . . , n,

а по переменной t — нули полинома Чебышева второго
рода Un−1(t)

t(2,n)
j = cos

jπ
n

; j = 1, 2, . . . , n− 1.
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Из свойств интегрального оператора с ядром Коши
следует, что в левой части (18) стоит полином сте-
пени n− 2. Поэтому, чтобы уравнение (18) выполня-
лось, достаточно потребовать его выполнение в точках
t = t(2,n)

j ; j = 1, 2, . . . , n− 1. Вычисляя интегралы, вхо-
дящие в (18), (19) с помощью квадратурных формул
типа Гаусса, получаем СЛАУ для определения ϑ (n)

0

(
t1,n)
k

)
π

n

n∑
k=1

ϑ
(n)
0

(
t1,n)
k

) [ 1

t(1,n)
k − t(2,n)

j

+ K1

(
t(2,n)

j , t(1,n)
k

)]
= 0;

j = 1, 2, . . . , n− 1,

π

n

n∑
k=1

ϑ
(n)
0

(
t1,n)
k

)
L1

(
t(1,n)
k

)
= 0. (20)

СЛАУ (20) полностью эквивалентна задаче (18), (19).
Сходимость может быть ускорена, если использовать

другое, более адекватное физическим условиям задачи
представление неизвестной функции

ν(τ ) =
ϑ0(τ )

3
√

1− τ 2
. (21)

Опишем метод дискретизации в этом случае.
Пусть {Pn(t)}— система полиномов Якоби, ортогональ-
ная на отрезке [−1, 1] относительно веса (1− t2)−1/3,
а {Qn(t)} — система сопряженных функций Якоби

Qn(t) =

1∫
−1

Pn(τ )
τ − t

dτ
3
√

1− τ 2
.

Будем искать приближение ϑ
(n)
r (τ ) функции ϑr (τ ) в

виде полинома степени n− 1 из приближенных СИУ
и дополнительного условия, в которых ядра заме-
нены интерполяционными полиномами. При этом в
качестве узлов интерполирования по переменной τ

берутся нули полинома Pn(t): x(1,n)
k ; k = 1, 2, . . . , n,

а по переменной t — точки, лежащие между ними,
x(2,n)

j =
(
x(1,n)

j + x(1,n)
j +1

)
/2; j = 1, 2, . . . , n− 1.

Рассматривая уравнение (15) в точках x(2,n)
j ;

j = 1, 2, . . . , n− 1 и используя квадратурную формулу
интерполяционного типа для вычисления сингулярно-
го интеграла [37] и формулу Гаусса для вычисления
остальных интегралов, получаем систему линейных ал-
гебраических уравнений для определения ϑ

(n)
r
(
x(1,n)

k

)
;

k = 1, 2, . . . , n

n∑
k=1

ϑ (n)
r

(
x(1,n)

k

)[ Qn

(
x(1,n)

k

)
−Qn

(
x2,n)

j

)
P′n
(
x(1,n)

k

)(
x(1,n)

k − x(2,n)
j

)
+ λ

(n)
k K1

(
x(2,n)

j , x(1,n)
k

)]
= 0; j = 1, 2, . . . , n− 1,

n∑
k=1

ϑ (n)
r

(
x(1,n)

k

)
L1

(
x(1,n)

k

)
= 0.

Таблица 2. Вычисления по квадратурным формулам на осно-
ве полиномов Чебышева

n χ

2 94.646576961
3 94.645294198
4 04.645102862
5 94.645022786

10 94.644937760
20 94.644923566
30 94.644921730
40 94.644921225

Таблица 3. Вычисления по квадратурным формулам на осно-
ве полиномов Якоби

n χ

2 94.645055902
3 94.644915529
4 94.644907864
5 94.644912573
6 94.644917864
7 94.644918747
8 94.644919839
9 94.644920050

Здесь

λ
(n)
k =

1∫
−1

[
Pn(τ )

P′n
(
x(1,n)

k

)(
τ − x(1,n)

k

)]2 dτ
3
√

1− τ2

— коэффициенты Кристоффеля [38]. В (17) функ-
ция ϑ0(τ ) в силу условия Мейкснера на ребре прямо-
угольного клина ведет себя как (1− τ 2)1/6 на концах
отрезка интегрирования. Поэтому ее производная стре-
мится к бесконечности при τ → ±1. Функция ϑr (τ ),
определенная в (21), является более гладкой (ϑ ′r (τ ) —
ограниченная функция), поэтому успешнее интерполи-
руется полиномами. Но для применения этого подхода
необходимо вычислять x(2,n)

j , x(1,n)
j , P′

(
x(1,n)

k

)
, Qn

(
x(1,n)

k

)
,

Qn

(
x(2,n)

j

)
; k = 1, 2, . . . n; j = 1, 2, . . . , n− 1.

Табл. 2 и 3 иллюстрируют точность и сходимость
вычисления собственного значения χ для рабочей мо-
ды резонатора TE31,17 гиротрона в сечении z = 0
(R0 = 26.38425, Ri = 7.71946), где погрешность импе-
дансного приближения наибольшая, так же как и чув-
ствительность результатов к погрешностям.

Заключение

Расчеты резонаторов коаксиальных гиротронов, про-
веденные на основе строгого электродинамического под-
хода, обнаружили серьезные отличия от результатов, по-
лученных на основе приближенной импедансной модели.
Собственные значения различных мод коаксиального
резонатора оказываются завышенными, особенно вблизи

Журнал технической физики, 2004, том 74, вып. 7



88 Ю.В. Гандель, Г.И. Загинайлов, С.А. Стешенко

входного конца резонатора. Величина завышения име-
ет порядок полного изменения собственного значения
вдоль резонатора и зависит от радиального и азимуталь-
ного индексов моды. Анализ результатов по расчету доб-
ротностей конкурирующих мод для обеих гиротронов
работающих как на TE31,17, так и на TE34,19 позволяет
заключить, что добротность мод обоих резонаторов, рас-
считанные на основе импедансной модели, оказываются
в основном заниженными. Причем величина погрешно-
сти увеличивается с увеличением радиального индекса
и уменьшается при увеличении азимутального индекса.
В то же время ее влияние на сценарий конкуренции
мод увеличиваются как при увеличении азимутального,
так и радиального индексов мод. Для TE31,17 гиротрона
средняя погрешность добротностей является значитель-
но больше, чем для TE34,19 гиротрона, однако сцена-
рий конкуренции мод качественно мало отличается от
рассчитанного в импедансном приближении. В то же
время для TE34,19 гиротрона сценарий конкуренции на
основе строгого подхода мод существенно отличается от
рассчитанного в импедансном приближении [31]. Прини-
мая во внимание тот факт, что эволюция резонаторов
коаксиальных гиротронов идет в сторону увеличения
азимутальных и радиальных индексов рабочей и кон-
курирующих мод, использование импедансной модели
для прогнозирования селективных свойств коаксиаль-
ных резонаторов с гофрированным внутренним про-
водником представляется все более проблематичным.
Предложенный строгий электродинамический подход на
основе СИУ является эффективной альтернативой импе-
дансному приближению. Сравнительно низкие затраты
компьютерного времени за счет улучшения организации
вычислений позволяют использовать этот подход для
оптимизации параметров коаксиальных гиротронов и
усовершенствования геометрии их резонаторов.
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