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Сформулирован метод расчета микроструктурных оптических волокон, основанный на анализе строгих
интегральных уравнений относительно поперечных компонент магнитного поля моды. Метод позволяет
получить последовательно уточняемое решение векторной волноводной задачи с учетом эффекта вытекания
для волокон, образованных системами конечного числа капилляров, расположенных в круговой полости
оболочки. Исследованы кварцевые волокна с гексагональными кольцами капилляров.

Введение

В последнее время проводятся интенсивные исследо-
вания микроструктурных оптических волокон, волнове-
дущие области которых образованы наборами микроско-
пических (в большинстве случаев воздушных) каналов
в диэлектрической среде. Интерес к таким волокнам
обусловлен их уникальными дисперсионными, поляриза-
ционными и нелинейными свойствами [1–8]. Для анализа
мод микроструктурных волокон предложен ряд теоре-
тических методов [9–15]. В работах [9–15] поперечное
сечение волокна моделировалось системой круговых
включений в однородной среде, которая либо занимала
все пространство, либо была окружена оболочкой с иной
диэлектрической проницаемостью. Последняя, более об-
щая и адекватная физической ситуации модель рассмот-
рена в рамках численного метода мультиполей [14,15].
Данный метод представляет особый интерес еще и пото-
му, что он учитывает векторный характер волноводной
задачи и позволяет описать эффект вытекания мод. В
методе мультиполей используются разложения продоль-
ных компонент электромагнитного поля по цилиндриче-
ским гармоникам, амплитуды которых определяются из
условий непрерывности тангенциальных составляющих
поля на границах всех включений и оболочки. Однако
соответствующая вычислительная схема является доста-
точно сложной [14,15]. В настоящей работе сформули-
рован альтернативный метод расчета собственных и вы-
текающих мод микроструктурных оптических волокон.
Он основан на анализе строгих интегральных уравнений
относительно поперечных компонент магнитного поля
и приводит к соотношениям, являющимся аналогом
теоремы погашения Эвальда−Озеена [16]. В отличие от
метода мультиполей предлагаемый подход имеет более
простую формулировку (в нем отсутствует проблема
представлений полей между включениями) и позволяет
исследовать волокна, образованные системами капилля-
ров (капиллярные волокна). Рассматривавшиеся ранее
волокна с круговыми включениями являются частным
случаем данных структур, представляющих и самостоя-

тельный практический интерес [4,5,12]. Ниже дано обос-
нование метода интегральных уравнений, проиллюстри-
рована сходимость решения и выполнено сопоставление
полученных результатов с результатами метода муль-
типолей в случае волокон с круговыми включениями.
Исследованы дисперсионные характеристики и поля мод
кварцевых калиллярных волокон. При этом определены
условия получения максимально сжатого поля основной
моды и показано, что капиллярные волокна позволяют
сочетать высокую пространственную локализацию энер-
гии моды, нулевую дисперсию групповой скорости и
низкие потери, вызванные эффектом вытекания.

Формулировка метода

Рассмотрим волокна, состоящие из n круговых ка-
пилляров, расположенных в круговой полости оболочки
(рис. 1, a). Полость имеет радиус A, а внутренний и
внешний радиусы l -го капилляра равны соответственно
al и bl . Мы будем использовать глобальные декартовы
координаты x, y, в которых точка (0, 0) является цен-
тром полости, а точка (xl , yl ) — центром l -капилляра,
глобальные полярные координаты ρ, ϕ и локальные
полярные координаты ρl , ϕl , в которых значение ρl = 0
соответствует центру l -го капилляра. Будем считать, что
области ρ > A, ρl < al и al < ρl < bl заняты средами с
диэлектрическими проницаемостями εc, ε

(1)
l и ε(2)

l соот-
ветственно и что между капиллярами в области ρ < A
находится среда с диэлектрической проницаемостью εs.
Величины εc, ε

(1)
l , ε

(2)
l и εs могут быть комплексными.

Частным случаем описанных волокон является волокно,
сечение которого приведено на рис. 1, b. В его цен-
тре располагается однородный стержень, который мы
будем рассматривать как капилляр с номером l = 1
(x1 = y1 = 0) и ε(1)

1 = ε
(2)
1 . Более детально данное волок-

но рассмотрено ниже.
Предположим, что зависимость оптического поля от

времени t и продольной координаты z описывается
множителем exp[i (ωt − βz)], где β — комплексная по-
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Рис. 1. Поперечные сечения исследуемых волокон.

стоянная распространения моды. Тогда поперечные ком-
поненты магнитного поля моды H j ( j = x, y) будут
удовлетворять уравнениям (5) работы [17], которые с
учетом представления функции Ханкеля

H(2)
0 (χsr ) =

1
π

∫
0

dk√
χ2s − k2

× exp

[
−ik(x′ − x) − i

√
χ2s − k2 |y′ − y|

]

допускают запись

H j (x, y) =
i
4

∞∫
−∞

dx′
∞∫

−∞
H(2)

0 (χsr ) f j (x′, y′)dy′. (1)

Здесь χs =
√

k2
0εs − β2 (Re χs > 0 если Re (k2

0εs −
−β2) > 0, Im χs < 0 если Re (k2

0εs − β2) < 0),
k0 = λ−1

0 2π — волновое число вакуума, r =

=
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2, контур 0 определен в [17],

f j (x, y) = E
∂ε

∂ξ j
− k2

01εH j , (2)

E = ε−1(∇xHy −∇yHx), (3)

ξx = −y, ξy = x, 1ε = ε(x, y) − εs, ε(x, y) — диэлектри-
ческая проницаемость пространства.
Поскольку функции f j (x, y) отличны от нуля только

в областях капилляров и оболочки волокна, в данных
областях соотношения (1) представляют собой строгие
интегральные уравнения, а вне этих областей они явля-
ются прямыми расчетными формулами.
С целью алгебраизации уравнений (1) зададим базисы

для представления функций H j (x, y). Внутри капилля-
ров эти функции должны быть конечными при ρl → 0 и
удовлетворять уравнениям Гельмгольца

[∇2
x + ∇2

y + (χ(k)
l )2

]
H j = 0, (4)

где k = 1 при ρl < al , k = 2 при al < ρl < bl ,
(χ(k)

l )2 = k2
0ε

(k)
l − β2.

Это означает, что допустимы представления

H j =
∞∑

ν=−∞
Z(k)

jν (ρl ) exp(iνϕl ), (5)

где k = 1 при ρl < al , k = 2 при al < ρl < bl ,

Z(1)
jν (ρl ) = A( j )

lν Jν
(
χ

(1)
l ρl

)
,

Z(2)
jν (ρl ) = B j1

lν Jν
(
χ

(2)
l ρl

)
+ B j2

lν H(2)
ν

(
χ

(2)
l ρl

)
,

Jν(χ
(s)
l ρl ) — функции Бесселя, A( j )

lν и B jk
lν — неизвестные

коэффициенты.
В области ρ > A функции H j (x, y) должны удовлетво-

рять уравнению Гельмгольца(∇2
x + ∇2

y + χ2c
)

H j = 0

и при ρ → ∞ иметь асимптотики

H j ∼ 8(ϕ) (
√
ρ)−1 exp(−iχcρ), (6)

где 8(ϕ) — непрерывная функция угловой перемен-

ной, χc =
√

k2
0εc − β2 (Im χc < 0 для собственных мод,

Re χc > 0 для вытекающих мод) [17].
Следовательно, при ρ > A возможна запись

H j =
∞∑

ν=−∞
Z(c)

jν (ρ) exp(iνϕ), (7)

где Z(c)
jν (ρ) = C( j )

ν H(2)
ν (χcρ), C( j )

ν — неизвестные коэффи-
циенты.
Заметим, что в силу асимптотик (6) и H(2)

0 (χsr ) ∼
∼ (√

ρ
)−1

exp(iχsρ) (ρ → ∞) условиями существования
правых частей уравнений (1) являются εs = εc либо
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Im (χs + χc) < 0. Эти условия обычно выполняются в
представляющих интерес ситуациях. Запишем теперь
уравнения (1) в виде

H j (x, y) = �
(c)
j (x, y) +

n∑
l=1

�
(l)
j (x, y), (8)

где слагаемые �
(c)
j (x, y) и �

(l)
j (x, y) равны вкладам в

правые части (1) областей оболочки и l -го капилляра
соответственно.
Для задания явного вида этих слагаемых заметим,

что дифференцирование ступенчатой функции ε(x, y)
в (2) приводит к появлению дельта-функций Дирака,
интегрирование которых дает

�
(c)
j (x, y) =

iA
4

(εs − εc)

2π∫
0

P(c)
j

[
EH(2)

0 (χcr )
]
ρ′=A

dϕ′ + I c,

(9)

�
(l)
j (x, y) =

i
4

2π∫
0

P(l)
j

{
bl

(
ε

(2)
l − εs

)[
EH(2)

0 (χcr )
]
ρ′l =bl

− al
(
ε

(2)
l − ε

(1)
l

)[
EH(2)

0 (χcr )
]
ρ′l =al

}
dϕ′ + I 1 + I 2.

(10)
Здесь

I c =
ik2

0

4
(εs − εc)

∫∫
ρ′>A

H(2)
0 (χsr )H j (x′, y′)dx′dy′,

I 1 =
ik2

0

4

(
εs − ε(1)

c

) ∫∫
ρ′l <al

H(2)
0 (χsr )H j (x′, y′)dx′dy′,

I 2 =
ik2

0

4

(
εs − ε(2)

c

) ∫∫
al<ρ

′
l <bl

H(2)
0 (χsr )H j (x′, y′)dx′dy′,

P(l)
x = sinϕ′

l , P(l)
y =− cosϕ′

l , P(c)
x = sinϕ′, P(c)

y = − cosϕ′;

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, x′ = ρ′ cosϕ′, y′ = ρ′ sinϕ′

(11)
в выражении (9),

x = xl + ρl cosϕl , y = yl + ρl sinϕl ,

x′ = xl + ρ′l cosϕ
′
l , y′ = yl + ρ′l sinϕ

′
l

в выражении (10), а функция E(x, y) вычисляется на
основании (3), (5), (7). Для упрощения интеграла I 1
введем в рассмотрение непрерывные функции h(1)

j l (x, y),
которые в области ρl > al подчиняются уравнению
Гельмгольца

(∇2
x + ∇2

y + χ2s
)

h(1)
j l = 0 (12)

и имеют вид

h(1)
j l =




H j при ρl < al ,

∞∑
ν=−∞

Z(1)
jν (al )

[
H(2)
ν (χsal )

]−1×
×H(2)

ν (χsρl ) exp(iνϕl ) при ρl > al .

(13)
Воспользуемся также уравнением [18](∇2

x + ∇2
y + χ2s

)
H(2)

0 (χsr ) = −4i δ(x′ − x)δ(y′ − y),
(14)

в правой части которого фигурируют дельта-функции
Дирака. Проинтегрировав уравнения (4), (12) и (14),
умноженные соответственно на функции H(2)

0 (χsr ),
H(2)

0 (χsr ) и h(1)
j l (x′, y′) и применив к полученным соот-

ношениям теорему Грина [19], приходим к выражению

I 1 = h(1)
j l +

ia l

4

2π∫
0

[
H(2)

0 (χsr )
]
ρ′l =al

∂

∂ρ′l
h(1)

j l

∣∣∣∣
ρ′l =al−0

ρ′l =al +0

dϕ′
l .

(15)
Аналогичные преобразования интегралов I 2 и I c дают

I 2 = h(2)
j l +

ibl

4

2π∫
0

[
H(2)

0 (χsr )
]
ρ′l =bl

∂

∂ρ′l
h(2)

j l

∣∣∣∣
ρ′l =bl−0

ρ′l =bl +0

dϕ′
l

− ia l

4

2π∫
0

[
H(2)

0 (χsr )
]
ρ′l =al

∂

∂ρ′l
h(2)

j l

∣∣∣∣
ρ′l =al +0

ρ′l =al−0

dϕ′
l , (16)

I c = hjl − iA
4

2π∫
0

[
H(2)

0 (χsr )
]
ρ′=A

∂

∂ρ′
hjc

∣∣∣∣
ρ′=A+0

ρ′=A−0

dϕ′, (17)

h(2)
j l =




∞∑
ν=−∞

Z(2)
jν (bl )

[
H(2)
ν (χsbl )

]−1×
×H(2)

ν (χsρl ) exp(iνϕl ) при ρl > bl ,

H j при al < ρl < bl ,

∞∑
ν=−∞

Z(2)
jν (al )

[
Jν(χsal )

]−l×
×Jν(χsρl ) exp(iνϕl ) при ρl < al ,

(18)

hjc =




H j при ρ > A,

∞∑
ν=−∞

Z(c)
jν (A)

[
Jν(χsA)

]−1×
×Jν(χsρ) exp(iνϕ) при ρ < A.

(19)

C учетом (3), (5), (7), (13), (18), (19) и тождества [20]

H(2)
0 (χsr ) =

∞∑
ν=−∞

exp
[
iν(ϕ − ϕ′)

]

×
{

H(2)
ν (χsρ

′)Jν(χsρ) при ρ < ρ′,
Jν(χsρ

′)H2
ν(χsρ) при ρ > ρ′,

(20)
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записанного при условиях (11), интегралы в выражени-
ях (9), (10), (15)–(17) допускают аналитический расчет.
В результате правые части соотношений (8) оказы-
ваются составленными из рядов по цилиндрическим
функциям, заданным в локальных координатах ρl , ϕl

(l = 1, 2, . . . , n) и глобальных координатах ρ, ϕ. После
приведения этих рядов к единым координатным систе-
мам на основании теорем сложения для цилиндрических
функций [20] уравнения (8) преобразуются к виду

Hx + (−1)piHy = Hx + (−1)piHy + δH(1)
l p

при
√

(x − xl )2 + (y − yl )2 < al , (21)

Hx+(−1)piHy = Hx + (−1)piHy + δH(2)
l p

при al <

√
(x − xl )2 + (y − yl )2 < bl , (22)

Hx + (−1)piHy = Hx + (−1)piHy + δHp

при
√

x2 + y2 > A. (23)

Здесь p принимает значения 0 и 1,

δH(1)
l p =

∞∑
ν=−∞

(
U1p

lν + V(p)
lν

)
Jν(χsρl ) exp(iνϕl ), (24)

δH(2)
l p =

∞∑
ν=−∞

[
U2p

lν H(2)
ν (χsρl ) + V(p)

lν Jν(χsρl )
]
exp(iνϕl ),

(25)

δHp =
∞∑

ν=−∞
W(p)
ν H(2)

ν (χsρ) exp(iνϕ), (26)

величины Uk p
lν , V(p)

lν и W(p)
ν являются линейными функ-

циями коэффициентов рядов (5) и (7). Получение яв-
ных выражений для Uk p

lν , V(p)
lν и W(p)

ν не вызывает
принципиальных затруднений, однако поскольку данные
выражения достаточно громоздки, мы, не выписывая их
в полном объеме, приведем лишь конечные результаты
их анализа. В согласии с (21)–(26) имеем

U1p
lν = 0, U2p

lν = 0, (27)

V(p)
lν = 0, W(p)

ν = 0, (28)

где l = 1, 2, . . . , n; p = 0.1; ν = 0,±1, . . . .
Можно показать, что уравнения (27) обращаются в

тождества при выполнении соотношений

B̄pk
lν = Qk11

plν Ā(p)
lν + Qk21

plν Ā(q)
lν+σ , (29)

где q = 1− p, σ = 2(p− q),

B̄pk
lν = Bxk

lν + (−1)piByk
lν , Ā(p)

lν = A(x)
lν + (−1)piA(y)

lν ,

Q111
0lν = K(1)

l

{
χ

(2)
l (χ(1)

l )−1Jy(x
(1)
l )

× [
H(2)
ν−1(z

(2)
l ) − H(2)

ν+1(z
(2)
l )

]
− H(2)

ν (z(2)
l )

[
ε

(2)
l (ε(1)

l )−1Jν−1(z
(1)
l ) − Jν+1(z

(l)
l )

]}
,

Q121
0lν = K(1)

l

[
1− ε

(2)
l (ε(1)

l )−1
]
Jν−1(z

(1)
l )H(2)

ν (z(2)
l ),

Q211
0lν = K(1)

l

{
Jν(z

(2)
l )

[
ε

(2)
l (ε(1)

l )−1Jν−1(z
(1)
l ) − Jν+1(z

(1)
l )

]
− χ

(2)
l (χ(1)

l )−1Jν(z
(1)
l )

[
Jν−1(z

(2)
l ) − Jν+1(z

(2)
l )

]}
,

Q221
0lν = −K(1)

l

[
1− ε

(2)
l (ε(1)

l )−1
]
Jν−1(z

(1)
l )J(2)

ν (z(2)
l ),

Q1k1
1lν = Q1k1

0lν − 0.5iπν
[
1− ε

(2)
l (ε(1)

l )−1
]
Jν(z

(1)
l )H(2)

ν (z(2)
l ),

Q2k1
1lν = Q2k1

0lν + 0.5iπν
[
1− ε

(2)
l (ε(1)

l )−1]Jν(z(1)
l )Jν(z

(2)
l ),

K(1)
l = 0.25iπz(1)

l , z(1)
l = χ

(1)
l al , z(2)

l = χ
(2)
l al .

При условиях (29) левые части уравнений (28) при-
обретают вид

V(p)
lν = R1p

lν Ā(p)
lν + R2p

lν Ā(q)
lν+σ

+
∞∑

µ=−∞

[
F(l)
µ−νT

(p)
1µ C̄(p)

µ + F (l)
µ−ν−σT(p)

2µ−σC̄(q)
µ

+
∑
k 6=l

(
Glk
µ−νS

1p
kµĀ(P)

kµ + Glk
µ−ν−σS2p

kµ−σ Ā(q)
kµ

)]
, (30)

W(p)
ν = L(p)

1ν C̄(p)
ν + L(p)

2ν C̄(q)
ν+σ

+
∞∑

µ=−∞
(−1)µ−ν

n∑
l=1

(
F (l)
µ−νS

1p
lµ Ā(p)

lµ + F (l)
µ−ν−σS2p

lµ−σ Ā(q)
lµ

)
.

(31)
Здесь C̄(p)

ν = C(x)
ν + (−1)piC(y)

ν ,

R1p
lν = Q111

plνQ112
plν + Q211

plνQ212
plν + Q121

qlν+σQ122
plν + Q221

qlν+σQ222
plν ,

R2p
lν = Q121

plνQ112
plν + Q221

plνQ212
plν + Q111

qlν+σQ122
plν + Q211

qlν+σQ222
plν ,

T(p)
kν = [Jν(zs)]−1

[
L(p)

kν H(2)
ν (zs) + (2− k)H(2)

ν (zc)
]
,

Sk p
lν =

[
H(2)
ν (z4

l )
]−1

[
Q1k1

plν Jν(z
(3)
l )

+ Q2k1
plνH(2)

ν (z(3)
l ) + r k p

lν Jν(z
(4)
l )

]
,

L(0)
1ν = Kc

{
Jν(zs)

[
H(2)
ν+1(zc) − εsε

−1
c H(2)

ν−1(zc)
]

+ χsχ
−1
c H(2)

ν (zc)[Jν−1(zs) − Jν+1(zs)]
}
,

L(0)
2ν = Kc(1− εsε

−1
c )Jν(zs)H

(2)
ν−1(zc),

L(1)
kν = L(0)

kν − 0.5iπν(1− εsε
−1
c )Jν(zs)H

(2)
ν (zc),

Q112
0lν = K(2)

l

{
H(2)
ν (z(4)

l )
[
εs(ε

(2)
l )−1Jν−1(z

(3)
l ) − Jν+1(z

(3)
l )

]
− χs(χ

(2)
l )−1Jν(z

(3)
l )

[
H(2)
ν−1(z

(4)
l ) − H(2)

ν+1(z
(4)
l )

]}
,

Q122
0lν = −K(2)

l

[
1− εs(ε

(2)
l )−1

]
Jν−1(z

(3)
l )H(2)

ν (z(4)
l ),
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Q212
0lν = K(2)

l

{
H(2)
ν (z(4)

l )

× [
εs(ε

(2)
l )−1H(2)

ν−1(z
(3)
l ) − H(2)

ν+1(z
(3)
l )

]
− χs(χ

(2)
l )−1H(2)

ν (z(3)
l )

[
H(2)
ν−1(z

(4)
l ) − H(2)

ν+1(z
(4)
l )

]}
,

Q222
0lν = −K(2)

l

[
1− εs(ε

(2)
l )−1

]
H(2)
ν−1(z

(3)
l )H(2)

ν (z(4)
l ),

Q1k2
1lν = Q1k2

0lν + 0.5iπν
[
1− εs(ε

(2)
l )−1

]
Jν(z

(3)
l )H(2)

ν (z(4)
l ),

Q2k2
1lν = Q2k2

0lν + 0.5iπν
[
1− εs(ε

(2)
l )−1

]
H(2)
ν (z(3)

l )H(2)
ν (z(4)

l ),

K(2)
l = 0.25iπz(3)

l , Kc = 0.25iπzc,

z(3)
l = χ

(2)
l bl , z(4)

l = χsbl , zs = χsA, zc = χcA,

F (l)
ν = Jν(χsρ

(l)) exp(iνϕ(l)),

Glk
ν = H(2)

−ν(χsρlk) exp(iνϕlk),

ρ(l) и ϕ(l) — глобальные полярные координаты центра
l -го капилляра, ρlk и ϕlk — полярные координаты центра
k-го капилляра в локальной системе координат l -го
капилляра.
Как следует из (30), (31), уравнения (28) образуют

однородную алгебраическую систему, которая в матрич-
ной форме может быть записана как

MX = 0, (32)

где X является вектором, составленным из неизвестных
коэффициентов Ā(p)

lν и C̄(p)
ν .

Заметим, что, поскольку выполнение уравнений (27),
(28) означает компенсацию в областях капилляров и
оболочки волокна волн, удовлетворяющих уравнению
Гельмгольца, (∇2

x + ∇2
y + χ2s

)
ψ = 0

(под ψ понимается любая из функций δH(1)
l p , δH(2)

l p ,
δHp), полученный результат является аналогом теоремы
погашения Эвальда–Озеена [16]. Его физическая кор-
ректность подтверждается рассмотрением ситуаций, ко-
гда система (32) допускает аналитическое исследование.
Эти ситуации исчерпываются условиями

ε
(1)
l 6= ε

(2)
l = εs, ε

(1)
k = ε

(2)
k = εs = εc

(k = 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , n), (33)

ε
(1)
l = ε

(2)
l = εs 6= εc (l = 1, 2, . . . , n), (34)

n = 1, x1 = y1 = 0, ε
(1)
1 6= ε

(2)
1 , εs 6= εc, (35)

при которых волокно обладает круговой симметрией.
В случаях (33) и (34), соответствующих однородным
стержням кругового сечения, окруженным однородной
средой, система (32) с учетом тождества [20]

Jν(z)H(2)
ν−1(z) − Jν−1(z)H(2)

ν (z) = 2(πiz)−1 (36)

сводится к двум однородным алгебраическим уравнени-
ям (это уравнения относительно коэффициентов Ā(0)

lν ,

Ā(1)
lν−2 при условиях (33) и относительно C̄(0)

ν , C̄(1)
ν−2

при условиях (34)). В случае (35) мы имеем четыреx-
слойное волокно, для которого система (32), благодаря
(36) и равенству F (1)

ν = δν0 (δν0 — символ Кронекера),
преобразуется к четырем однородным алгебраическим
уравнениям относительно неизвестных Ā(0)

1ν , Ā(1)
1ν−2, C̄(0)

ν ,

C̄(1)
ν−2. Во всех указанных случаях требование detM = 0

приводит к замкнутым дисперсионным уравнениям от-
носительно β . Можно показать, что данные уравнения
согласуются с известными уравнениями [18,21], полу-
ченными с использованием стандартной процедуры сши-
вания тангенциальных составляющих полей на границах
раздела сред.
При рассмотрении реальных микроструктур волокон

условия (33)–(35) не выполняются и (32) представляет
собой бесконечную систему алгебраических уравнений.
Для практического расчета таких волокон удержим в
рядах (5) и (7) только члены с |ν | ≤ m, полагая A( j )

lν = 0

и C( j )
ν = 0 при ν > m, что эквивалентно решению урав-

нений (1) классическим методом квадратур [22]. В
этом случае размерность матрицы M равна N × N, где
N = 2(n + 1)(2m+ 1). Значение комплексной постоян-
ной распространения моды β, удовлетворяющее уравне-
нию detM = 0, может быть найдено методом контурного
интегрирования [23]. Как свидетельствуют расчеты, при
условии detM = 0 ранг матрицы M равен N − 1. Это
позволяет выразить все компоненты вектора X через
одну из них и затем на основании (5), (7), (29) найти
функции Hx(x, y) и Hy(x, y) внутри капилляров и обо-
лочки волокна. Между капиллярами, когда√

(x − xl )2 + (y − yl )2 > bl (l = 1, 2, . . . , n),

√
x2 + y2 < A,

данные функции могут быть расчитаны по формулам (8),
которые в согласии с (3), (5), (7), (9), (15)–(20), (29)
преобразуются к виду

Hx + (−1)piHy

=
∞∑

ν=−∞

[(
T(p)
1ν C̄(p)

ν + T(p)
2ν C̄(q)

ν+σ

)
Jν(χsρ) exp(iνϕ)

+
n∑

l=1

(
S1p

lν Ā(p)
lν + S2p

lν Ā(q)
lν+σ

)
H(2)
ν (χsρl ) exp(iνϕl )

]
.

(37)
После нахождения функций Hx(x, y) и Hy(x, y) окон-

чательный расчет векторного поля моды может быть
выполнен по формулам

Hz = (iβ)−1(∇xHx + ∇yHy), E= (iωε)−1∇ ×H, (38)

вытекающим из уравнений Максвелла.
Заметим, что в поперечном сечении микроструктур-

ных волокон часто присутствуют ортогональные оси

Журнал технической физики, 2004, том 74, вып. 2



Метод интегральных уравнений в теории микроструктурных оптических волокон 37

Зависимость расчетных значений постоянной распространения моды от порядка редукции m

m k−1
0 Re β k−1

0 Im β · 106 k−1
0 Im βc · 106 k−1

0 Re βa k−1
0 Im βa · 106

3 1.438470933 −1.439 −1.501 1.438528862 −6.918
5 1.438363682 −1.396 −1.381 1.438366726 −1.374
7 1.438364928 −1.417 −1.417 1.438364935 −1.416
9 1.438364934 −1.416 −1.416 1.438364934 −1.416
11 1.438364934 −1.416 −1.416 — —

симметрии. При совмещении таких осей с координат-
ными осями 0x и 0y поля мод удовлетворяют соотноше-
ниям [17]

Hx(−x, y) = γxHx(x, y), Hx(x,−y) = γxHx(x, y),
(39)

Hy(−x, y) = −γxHy(x, y), Hy(x,−y) = −γyHy(x, y),
(40)

где γ2x = γ2y = 1.
Благодаря свойствам четности (39), (40), независи-

мыми неизвестными в системе (32) являются только
коэффициенты C̄(p)

ν и Ā(p)
lν , относящиеся к капиллярам,

расположенным в первой координатной четверти. Кроме
того, согласно (5), (7), (39), (40),

Ā(0)
lν = γxĀ(1)

l−ν при xl = 0, yl ≥ 0,

Ā(0)
lν = (−1)νγyĀ(1)

l−ν при xl ≥ 0, yl = 0,

C̄(0)
ν = γxC̄

(1)
−ν = (−1)νγyC̄

(1)
−ν ,

C̄(1)
µ = C̄(0)

µ = 0, Ā(1)
lµ = Ā(0)

lµ = 0 при xl = yl = 0,

где µ = ±1,±3, . . ., если γxγy = 1, и µ = 0,±2, . . ., если
γxγy = −1.

Отмеченные особенности позволяют уменьшить раз-
мерность матрицы M до N1 × N1. Здесь

N1 = (2n1 + n2)(2m+ 1)

+ (n3 + 1)
{

m+ 0.5 [(−1)mγxγy + 1]
}
,

где n1 — число капилляров с координатами xl > 0,
yl > 0; n2 — число капилляров с координатами xl = 0,
yl > 0 и xl > 0, yl = 0; n3 — число капилляров с коор-
динатами xl = yl = 0 (n3 может принимать значения 0
или 1).
Как нетрудно показать, NN−1

1
∼= 4. Таким образом,

учет симметрии микроструктурного волокна приводит
к существенному сокращению объема вычислений. Это
обстоятельство использовано при получении представ-
ленных ниже расчетных данных.
Чтобы протестировать развитый метод, мы выполнили

расчет микроструктурного волокна с круговыми вклю-
чениями, детально исследованного в [14,15] методом
мультиполей. Данное волокно сформировано шестью
воздушными каналами в кварцевом стекле, образующи-
ми гексагональное кольцо, и является частным случаем
капиллярного волокна при условиях

ε
(1)
1 = ε

(2)
1 = ε

(2)
2 = . . . = ε

(2)
7 = εs,

ρ(1) = 0, ρ(2) = ρ(3) = . . . = ρ(7) = 3,

ϕ(2) = 0, ϕ(l+1) − ϕ(l) =
π

3
(l = 2, 3, . . . , 6).

В таблице представлены результаты вычислений
постоянной распространения вытекающей моды чет-
вертого порядка (рассматриваемое волокно поддер-
живает только вытекающие моды [14,15]), получен-
ные при A = 14.25µm, 3 = 6.75µm, λ0 = 1.45µm,
al = 2.5µm, ε

(1)
l = 1 (l = 2, 3, . . . , 7), εs = 2.1025,

εc = 2.1025 − i2.9 · 10−8 [16]. Приведенные значения β

являются нулями определителя матрицы M, соответ-
ствующей γx = 1, γy = −1. Согласно таблице, метод
интегральных уравнений обеспечивает быструю сходи-
мость для постоянной распространения моды. Аналогич-
ная сходимость имеет место и при расчете поля моды.
В таблице об этом свидетельствуют значения Im βc,
равные мнимой части постоянной распространения рас-
считанной по формуле [17]

Imβ = −
(
2A−1

A∫
0

dρ ρ

2π∫
0

Szdϕ

)−1 2π∫
0

(Sρ)ρ=Adϕ,

где Sz и Sρ имеют смысл продольной и радиальной
составляющей вектора Пойнтинга S = 0.5Re (E× H∗).
Через βa в таблице обозначены значения постоян-

ной распространения моды, полученные в [15] методом
мультиполей. Они соответствуют указанным порядкам
редукции m в разложениях для продольных компонент
поля Ez и Hz (речь идет о разложениях типа (5),
относящихся к ρl < al) [14]. Как видно из таблицы
при достаточно больших m метод интегральных урав-
нений и метод мультиполей приводят к совпадающим
ответам для постоянной распространения. Полученная
адекватность результатов двух независимых подходов
подтверждает корректность каждого из них.

Расчет капиллярных волокон

Микроструктурные оптические волокна в большин-
стве случаев получают посредством вытяжки макро-
скопической заготовки, которая формируется из набора
капилляров [24]. При этом между капиллярами всегда
присутствуют воздушные отверстия, имеющие форму,
близкую к треугольной. В зависимости от условий
процесса вытяжки конфигурация итогового волокна мо-
жет существенно модифицироваться [24]. Значительный
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практический интерес представляют два предельных
случая этой конфигурации, когда межкапиллярные от-
верстия либо схлопываются за счет сил поверхностно-
го натяжения, либо сохраняют свою первоначальную
форму [24]. В первом случае получаются хорошо ис-
следованные [1,3,5,8–15] волокна с круговыми включе-
ниями. Во втором случае, который легко реализуется
при использовании в заготовке тонкостенных капилля-
ров [4,12,24], образуются капиллярные волокна. Моды
таких волокон практически не изучены. Восполнить
данный пробел позволяет метод интегральных уравне-
ний. В настоящей работе он применен к установлению
возможностей получения максимально сжатого распре-
деления поля основной моды. Соответствующие струк-
туры интересны с точек зрения реализации нелинейных
эффектов и минимизации изгибных потерь [4,5].
Различные конфигурации капиллярных волокон, полу-

чаемые сборкой капилляров с различными внутренними
и внешними радиусами в опорных стеклянных труб-
ках, были предложены в работе [5]. Мы ограничимся
исследованием волокон, образованных двумя гексаго-
нальными кольцами капилляров, плотно упакованных
в круговой полости (рис. 1, b). В данных волокнах
радиусы центрального стержня и ближайших к нему
капилляров, составляющих внутреннее кольцо, одинако-
вы b1 = b2 = . . . = b7. Радиусы полости и капилляров из
внешнего кольца удовлетворяют соотношениям

A = 3Kb1, b8 = b9 = . . . = b13 = Kb1,

K =
1
3

(
1 + 2

√
3 + 2

√
1 +

√
3

)
.

Будем считать, что центральный стержень, ка-
пилляры и оболочка волокна изготовлены из еди-
ного материала — кварцевого стекла (ε(1)

1 = ε
(2)
1 =

= ε
(2)
2 = . . . = ε

(2)
13 = εc), а также что внутрикапилляр-

ные и межкапиллярные отверстия заняты воздухом
(ε(1)

2 = ε
(1)
3 = . . . = ε

(1)
13 = εs = 1) и что отношения вну-

тренних и внешних радиусов всех капилляров оди-
наковы (a2b

−1
2 = a3b

−1
3 = . . . = a13b

−1
13 = w). По при-

чине проникновения полей мод рассматриваемых во-
локон в воздушные каналы выполняется неравенство
k−2
0 Re β2 < Re εc, означающее, что данные моды яв-

ляются вытекающими [8,17]. В этой связи внешнее
кольцо капилляров служит для минимизации вытекания
основных мод.
На рис. 2 и 3 представлены результаты исследова-

ний полей основных Hx- и Hy-мод описанных волокон
(в обозначении моды фигурирует главная компонента
ее магнитного поля), полученных при εc = 2.1025. При-
веденные графики рассчитаны на основании выражений
(5), (7), (29), (37), (38) после решения систем (32), со-
ответствующих γx = γy = 1 для Hx-моды и γx = γy = −1
для Hy-моды.

На рис. 2 представлены четверти симметричных рас-
пределений интенсивности мод капиллярного волокна с
w = 0.8, b1 = 0.4147λ0, которые получены при m≥ 12

Рис. 2. Изолинии интенсивности S−1
z max. Sz = 0.8 (1), 0.6 (2),

0.4 (3), 0.2 (4) основных Hx (a) и Hy (b) мод капиллярного
волокна. Пунктир — границы капилляров.

Рис. 3. Зависимости Rmin (1), b1opt (2) от w .
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и соответствуют k−1
0 β = 1.300520 − i4.44 · 10−10. Эти

распределения локализованы в основном в пределах вну-
треннего кольца капилляров, причем отношения S−1

z maxSz
(Sz max = Sz

∣∣
ρ=0

) принимают пренебрежимо малые зна-

чения на границе полости (S−1
z maxSz

∣∣
ρ=A

< 4.3 · 10−9

для Hx-моды и S−1
z maxSz

∣∣
ρ=A

< 1.5 · 10−9 для Hy-моды).
На этом основании для оценки поперечных размеров
мод может быть использован среднеквадратичный ра-
диус [15]

R =

√√√√√

 2π∫

0

dϕ

A∫
0

ρSzdρ




−1 2π∫
0

dϕ

A∫
0

ρ3Szdρ.

Интересно отметить, что, хотя распределения интен-
сивности основных Hx- и Hy-мод заметно различаются
(рис. 2), соответствующие им значения R в преде-
лах погрешностей вычислений оказались идентичными.
В частности, зависимости, приведенные на рис. 3, рас-
считанные для Hx- и Hy-мод, в масштабах рисунка
неразличимы, а Hx- и Hy-моде волокна, к которому
относится рис. 2, соответствует R = 0.345477λ0. Заме-
тим также, что, как следует из теории групп, основные
Hx- и Hy-моды исследуемых капиллярных волокон вы-
рождены [14,15]. Это строгое утверждение находится
в согласии с нашими расчетами, которые привели к
значениям β для данных мод, совпавших в 12 десятич-
ных разрядах при всех рассмотренных m≤ 25. Отме-
ченные особенности позволяют описывать интегральные
характеристики основных мод безотносительно к их
поляризации.
Рис. 3 иллюстрирует результаты решения задачи об

отыскании минимального R для основной моды. Здесь
через Rmin и b1opt обозначены минимум и соответ-
ствующее значение аргумента функции R(b1). Согласно
рис. 3, Rmin и b1opt являются монотонно убывающи-
ми функциями w, причем минимум функции Rmin(w),
имеющий место в пределе при w → 1, т. е. в случае
капилляров с бесконечно тонкими стенками, физически
нереализуем. При достижимом практически значении
w = 0.8 максимально сжатое распределение поля моды
наблюдается в волокне, которому соответствует рис. 2.
Дисперсионные характеристики волокна с w = 0.8

и b1 = 0.429µm (данное b1 совпадает с b1opt при
λ0 = 1.0345µm) представлены на рис. 4. Они рассчитаны
с учетом дисперсии кварцевого стекла на основании
трехчленной формулы Селлмейера [25]. В использован-
ном приближении Im εc = 0, поэтому кривые 1 и 2 на
рис. 4 характеризуют только затухание мод, вызванное
их вытеканием в оболочку волокна.
Как уже отмечалось, все моды рассматриваемых во-

локон являются вытекающими, причем число этих мод
бесконечно велико, ибо detM(β) является трансцендент-
ной функцией конечного типа [26]. В результате данные
волокна могут быть только квазиодномодовыми при
условии, что потери на вытекание для основной моды

Рис. 4. Зависимости Im β(λ0) (1, 2), D(λ0) (3), P(λ0) (4)
для основной (1, 3, 4) и первой высшей (2) мод капиллярного
волокна.

много меньше потерь на вытекание для остальныx мод.
Поскольку наименьшие потери среди высших мод имеет
первая мода, которая является аналогом TE01-моды
однородного кругового волокна [27] (ей соответствуют
γx = −1, γy = 1), для анализа этого условия достаточно
сравнить потери на вытекание для основной и первой
высшей мод. Сопоставление кривых 1 и 2 (рис. 4)
позволяет заключить, что исследуемое волокно можно
считать квазиодномодовым во всем рассмотренном диа-
пазоне λ0. В частности, на длине волны λ0 = 0.856µm
затухание его основной и первой высшей мод составля-
ют 3.517 · 10−5 и 403.7 dBm−1 соответственно.
Зависимость D(λ0) на рис. 4 характеризует дисперсию

групповой скорости vg основной моды. Здесь

D =
dv−1

g

dλ0
= − λ20

2πc
d2 Re β

dλ20
,

c — cкорость света в вакууме.
Как следует из рис. 4, нулевая дисперсия группо-

вой скорости достигается при λ0 = 0.856µm. Соглас-
но кривой 4 на рис. 4, данному λ0 соответствует
R = 0.308µm. Это значение незначительно отличается
от Rmin = 0.296µm.

Проведенное рассмотрение свидетельствует, что ква-
зиодномодовые капиллярные волокна позволяют соче-
тать нулевую дисперсию групповой скорости с низким
затуханием и высокой пространственной локализацией
энергии моды. Это сочетание привлекательно с точки
зрения наблюдения нелинейных эффектов с низким
порогом. Для сравнения заметим, что найденное R
позволяет оценить площадь пятна моды как 0.3µm2. Это
значение в 47 раз меньше, чем аналогичное значение
для волокна с круговыми включениями, использованного
при генерации широкополосного континуума в [4].
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Заключение

Итак, разработан метод расчета микроструктурных
оптических волокон, основанный на анализе интеграль-
ных уравнений, позволяющий получить последовательно
уточняемое решение векторной волноводной задачи с
учетом эффекта вытекания. Рассмотрено приложение
подхода к выяснению возможностей оптимизации мо-
довых характеристик кварцевых волокон, образованных
гексагональными кольцами капилляров, плотно упако-
ванных в круговой полости оболочки. Метод допускает
реализацию на персональном компьютере (полный рас-
чет конкретной моды каждой из рассмотренных выше
структур на компьютере с процессором Pentium II
(400MHz) занимал менее 50 s), что определяет его
эффективность при проектировании микроструктурных
волокон с требуемыми свойствами. Заметим, что, хотя в
настоящей работе мы имели дело только с вытекающими
модами, расчет обычных собственных мод (если таковые
поддерживаются микроструктурным волокном) также
не вызывает затруднений. Результаты соответствующих
исследований будут опубликованы.
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