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Приведены результаты численного моделирования динамики нестабильности типа обратной бомбар-
дировки (ВКВ) в магнетронном диоде (коаксиальный диод в магнитном поле, B ≡ B0z ≡ B0). Получен
„квазистационарный“ режим утечки электронов поперек сильного магнитного поля (B0/Bcr > 1.1, Bcr —
критическое поле изоляции). Электронный поток в зазоре разбивается в азимутальном направлении на ряд
сгустков и создает компоненту электрического поля Eθ(r, θ, t). Это поле ускоряет некоторые электроны,
и они, получив дополнительную энергию, бомбардируют катод, вызывая вторичную эмиссию электронов.
Другие электроны теряют кинетическую энергию и уходят на анод. Неустойчивость поддерживается, если
катод имеет малую первичную эмиссию и коэффициент вторичной эмиссии kes = I es/I eBKB > 1. Численный
расчет сопоставлен с известными экспериментальными данными и показано их согласие. Предложена
физическая модель BKB нестабильности. Коллективные колебания заряженных потоков происходят в зазоре
со скрещенными электрическим и магнитным полями (E× B-поле) при обменах импульсом и энергией
между электронами и E× B-полем. Автогенерация и самоорганизация потоков происходят благодаря
вторичной эмиссии электронов с катода.

Введение

Работа посвящена исследованиям по физике наруше-
ния магнитной изоляции плотного электронного пото-
ка в вакуумном коаксиальном диоде с приложенным
скрещенным E× B-полем (магнетронный диод — МД).
Интерес к физике процессов в приборах со скрещен-
ными электрическим и магнитным полями обусловлен
их широким использованием в вакуумной электрони-
ке больших мощностей (СВЧ генераторы, инжекторы
сильноточных пучков и др.). В то же время теория
таких приборов в большей части остается на фено-
менологическом уровне. Как известно, магнитное поле
(B0) подавляет подвижность электронов (ионов) попе-
рек силовых линий поля B0 на размерах, превышающих
ларморовский радиус частиц (dAK > r eL = mveAK/eB0).
Этот эффект, называемый магнитной изоляцией, бывает
почти абсолютным в осесимметричных системах с „ред-
ким“ пучком (enedAK � VAK/dAK = E0). В электронных
приборах большой мощности реализуется режим „плот-
ного пучка“ (enedAK ∼ E0). В этом случае, как правило,
наблюдается некоторый ток утечки поперек магнитного
поля, что связано с возникновением флуктуаций в рас-
пределении зарядов, так называемой турбулентностью
потока.
Физика приборов со скрещенными E× B-полями ока-

залась сложной для теоретического анализа из-за силь-
ной нелинейности процессов, а при попытках численных
расчетов самосогласованных моделей требовались боль-
шой объем вычислений и специальные программы [1–6].

Использование упрощенных моделей (типа 1.5-D кода)
приводит к неверным выводам. Например, в [7] ошибоч-
но утверждается, что пучок в МД становится неустой-
чивым при больших токах эмиссии с катода в случаях,
когда формируется виртуальный катод. Как известно,
неустойчивость виртуального катода связана с высокой
подвижностью заряженных частиц вдоль приложенного
электрического поля E [8], тогда как в МД подвижность
зарядов вдоль E-поля подавлена поперечным B-полем.
Сильная неустойчивость пучка в МД возникает при

малом токе эмиссии „первичных“ электронов с катода.
Этот результат был получен в середине XX века во мно-
гих экспериментах [1,9,10] при использовании диодов с
„холодными“ вторично-эмиссионными1 катодами и при
малом токе первичной эмиссии электронов (I e0 < 1A).
При подаче импульса напряжения (VAK = 5 . . . 30 kV)
на диод и при kes(weBKB) > 1 в электронном потоке
возникали коллективные колебания большой амплитуды.
Собственно сами колебания заряда и электрического
поля внутри диода не были измерены как в [9,10],
так и в других опытах из-за технических трудностей.
Присутствие высокого уровня колебаний пучка внутри
диода проявлялось в измеренных эффектах: „обостре-
ние эмиссии“ более 102 раз (ток через диод резко

1 Эффект вторичной эмиссии с поверхности металлов был открыт
в 1902 г. при изучении катодных лучей. Коэффициент вторичной
эмиссии (kes = I es/I eBKB) для чисто металлических катодов, исполь-
зованных в [9], превышает единицу при энергии бомбардирующих
электронов weBKB > 200 eV. Сложные соединения, например оксидные
катоды, использованные в [10], имеют более низкий энергетический
порог [11].
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возрастал: εeB = I AK/I e0 � 1 при включении магнитно-
го поля) и дополнительный нагрев катода с высоким
КПД (ηBKB = PeBKB/PAK ∼ 30%) отбора мощности от
источника питания. Этот феномен интерпретировался
многими авторами [1,9,10] как генерация пучка за счет
вторичной эмиссии при обратной бомбардировке катода
потоком высокоэнергетических электронов, что приво-
дит также к дополнительному нагреву катода. Однако
теоретическую модель этого процесса построить „на
кончике пера“ не удалось.
Наличие электронов с избыточной энергией

δweK ∼ 300 eV в зазоре МД было обнаружено еще в
ранних опытах [12], но в то время удовлетворительного
объяснения этому явлению не было дано. Отметим, что
исследуемые диоды эксплуатировались, как правило,
в высоком вакууме и напряжениях VAK > 1 kV.
В этих условиях можно пренебречь парными
столкновениями электронов и ионизацией остаточного
газа. Заметный эффект в перераспределении энергии
могут дать только коллективные взаимодействия
электронов с электромагнитным полем. Обычно такие
колебания, которые не связаны с наличием каких-
либо резонансных структур, называют турбулентными.
Проблема в исследовании турбулентности электронного
потока в МД заключена в трудности получения
экспериментальных данных о ней. Измеренный уровень
колебаний (шумов) во внешних цепях был относительно
низкий и имел слабую корреляцию с эффектами
нарушения магнитной изоляции, что указывало на
безызлучательный тип колебаний. „Магнетронные“
исследования за период 1940−1960 гг., представлены
в трудах [1]. Авторы статей (О. Бунеман, Р. Джепсен,
Г. Симс и др.) признают, что проблема турбулентности
электронных потоков в приборах со скрещенными
E× B-полями осталась нерешенной. В последующие
годы вопросы устойчивости мощных пучков в скрещен-
ных полях снова привлекли к себе внимание в связи
с работами в области управляемого термоядерного
синтеза: ускорители плазмы [13], магнитная изоляция
горячей плазмы от „холодных“ стенок [14], генерации и
транспортировки мощности пучков [2,3].

1. Физика процессов в МД
при утечке электронов на анод

„Странная“ неустойчивость, обнаруженная в опытах с
МД, была промоделирована нами впервые в 1996 г., и
эти исследования были продолжены и развиты в после-
дующие годы [15–18]. Расчеты сделаны с использованием
электромагнитного PIC кода КАРАТ [19,20]. Результа-
ты счета верифицировались прежде всего по испол-
нению энергетического баланса: PAK

∼= PeA + PeBKB —
потребляемая мощность и адсорбированная на элек-
тродах мощность были равны в пределах нескольких
процентов. Рассмотрим установившийся режим утечки
электронов на анод (I eA(t) ≈ I AK = const, VAK(t) ≈ VA0,

eVA0 = mv2
eA0/2, v̄eA < veA0). Закон сохранения энергии

в МД будет выполнен при условии

PAK = PeA + PeBKB; PAK = I AKVAK;

PeA = Ī eAmv̄2
eA/2e; PeBKB = Ī eBKBm(v̄2

eBKB− v̄2
eK0)/2e,

(1)
где w̄eA = mv̄2

eA/2, w̄eBKB = mv̄2
eBKB/2 и w̄eK0 = mv̄2

eK0/2
есть средние энергии электронов, которые падают на
анод (w̄eA < eVAK), бомбардируют катод и вылетают с
катода.
Компьютерная модель позволяла в отличие от

натурных опытов [9,10] „измерять“ поля, токи,
потоки энергии и импульса в диодном зазоре.
Измерение азимутального импульса МД возникает
от действия момента магнитной силы, который подобен
крутящемуся моменту обычного электромотора

Ṁ0B = 2π

r A∫
r K

J̄erB0r
2dr =

r A∫
r K

Ī eAB0rdr =
Ī eA

e
mveA0r A

B0

Bcr
;

Bcr =
2r AmveA0

e(r 2A − r 2K)
, (2)

где B0 — приложенное аксиальное магнитное поле;
Bcr — критическое магнитное поле, называемое также
полем отсечки Хелла.
Момент импульса (2) передается электродам МД при

падении электронов на анод (под углом ᾱeA) и при бом-
бардировке катода электронами с избыточной энергией
(под углом ᾱeBKB)

ṀeA = (Ī eA/e)mrAv̄eAsin ᾱeA;

ṀeK = (Ī eBKB/e)mrK(v̄eBKB− v̄eK0) sin ᾱeBKB;

ṀeA/Ṁ0B + ṀeK/Ṁ0B = 1. (3)

Закон сохранения азимутального импульса системы
будет выполнен при условии (3). Теперь выясним, воз-
можна ли утечка электронов на анод МД (I eA 6= 0), если
пренебречь обратной бомбардировкой катода (ṀeK ≈ 0).
Это предположение оказывается несовместимым с зако-
нами сохранения энергии (v̄eA < veA0) и азимутального
импульса (3), так как имеется следующее неравенство:
Ṁ0B/ṀeA > B0/Bcr > 1. Таким образом, явление обрат-
ной бомбардировки катода есть прямое следствие на-
рушения режима магнитной изоляции в электронном
диоде. В работах [3,6] было предложено называть та-
кой режим как BKB нестабильность (back-bombardment
instability).

2. Колебания зарядов в МД
при BKB нестабильности

В работах [15–18] было показано, что картина элек-
тронного потока в зазоре гладкого МД представляет
собой в (r, θ)-плотности самоорганизующуюся и самооб-
новляемую структуру в виде плотных электронных обла-
ков, вращающихся вокруг катода. Азимутальный размер
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облаков был близок к величине диодного зазора dAK, что
соответствует расстоянию экранирования возмущений
электрического поля между электродами. Электрическое
поле, создаваемое сгустками зарядов, в определенной
мере подобно вращающемуся ВЧ электрическому полю
в диоде генераторного магнетрона2 [21,22]. Как извест-
но, в магнетроне используется замедляющая структура
(разрезной анод с резонаторами), которая генерирует
бегущее азимутальное ВЧ поле Eθ(r A, θ − ωt). Для ко-
личественного описания электроники магнетрона была
создана в 40−50-е годы ее инженерная модель (см.,
например, [1,21,22]). Согласно этой модели, основная
часть потока электронов в диоде магнетрона органи-
зована в виде спиц. Электронные спицы вращаются
вокруг катода со скоростью, примерно равной скоро-
сти электрического дрейфа vEB = Er /B0, синхронно с
бегущим ВЧ полем Eθ(r A, θ − ωt), что обеспечивает
эффективный отбор мощности от пучка. Замедленные
электроны не могут удерживаться магнитным полем
B0 (weA < 0.3eVAK, eEA > eveAB0) и „притягиваются“
к аноду, где поглощаются, создавая ток I eA, который
отбирает мощность PAK = Ī eA · V̄AK от источника пита-
ния. Эмиссия электронов в спицы происходит с поверх-
ности катодной „электронной втулки“ (ее толщина по
оценкам равна δeK = (0.1−0.2)dAK), которая создается
плотным потоком электронов, как вылетевших с катода,
так и возвращенных обратно. Ток эмиссии с катода в
инженерной модели полагался ограниченным объемным
зарядом (на катоде поле EK = 0). Оправдание этому
постулату служило удовлетворительное соответствие
расчетов практике.
Использование подобного подхода в анализе коле-

баний в диоде с гладким анодом (МД) оказалось
непродуктивным, поскольку в зазоре отсутствуют ис-
точники высокочастотного (ВЧ) электрического поля
(как внешние (мощность P∼ = 0), так и внутренние:
EAθ = 0, EK = 0). В МД роль формирователя бегущего
ВЧ электрического поля играет катод (на катоде поле
EK = Er (r K ; θ −� · t; t) 6= 0) с неоднородной нестацио-
нарной эмиссией. Эта вторичная эмиссия возникает под
действием обратного потока электронов, что предпола-
гает высокий уровень колебаний пучка. В исследовании

2 Напомним, что мощный импульсный СВЧ магнетрон был создан в
начале 1940-х годов усилиями больших коллективов Старого и Нового
Света. Радиолокаторы, оснащенные магнетронами, сыграли большую
роль во Второй мировой войне. Высокие импульсные мощности СВЧ
излучения P∼ = 0.1−1MW, генерируемые магнетронами в санти-
метровом диапазоне длин волн с η∼ = P∼/PAK = 50−70%, удалось
получить неожиданно, так как обнаружилась сильная эмиссия элек-
тронов с катода (Je ∼ 100A/cm2, Je/Je0 ∼ 102 [21, гл. 1, 12]), которая
значительно превышала термоэмиссионную способность катода. Это
явление было обусловлено вторичной эмиссией электронов, вызван-
ной обратной бомбардировкой катода. В 30-х годах и ранее в качестве
катодов часто использовались тонкие нити, которые легко перегорали.
„Возгорание“ катода наблюдалось, например, при испытаниях (Ленин-
град, 1936−1937 гг.) первых в мире моделей мощных (P̄∼ ≥ 0.3 kW)
многорезонаторных магнетронов (λ = 9 cm) [23], ставших прообразом
промышленных магнетронов [21,22]. Ныне разработаны компактные
„безнакальные“ магнетроны [24], в которых вторичная эмиссия запус-
кается за счет слабой автоэмиссии.

турбулентного пучка в МД имеются проблемы как
в решении нелинейных уравнений, так и в описании
промежуточных агентов, делающих возможным процесс
обмена энергией и импульсом между одними электро-
нами, которые уходят на анод, и другими электронами,
которые возвращаются на катод. Обмен энергией в
коллективных колебаниях электронов в МД происходит
при их взаимодействии со скрещенным E× B-полем.
В этом процессе магнитное поле остается практически
неизменным, а электрическое поле заметно изменяется
из-за объемного заряда плотного пучка. В коллективных
колебаниях электронов энергия E-поля играет роль энер-
гетического буфера (ε0E2/2 ∼ 〈nemv2〉/2), что признано
большинством исследователей.
Процесс обмена импульсом между электронами пуч-

ка в МД (без этого невозможен колебательный про-
цесс) и передача азимутального импульса электродам
(см. (2,3)) исследованы плохо по причине сложности
этой проблемы. Как известно, приборы со скрещенными
E× B-полями имеют ненулевую плотность электромаг-
нитного импульса (gEB = ε0E× B0) как для быстрых,
так и медленно меняющихся во времени полей, т. е. в
отсутствие электромагнитных волн (см., например, [25,
§ 104; 25, гл. 27]). Простой анализ показывает, что
в диодах с магнитной изоляцией электронов электро-
магнитный импульс и импульс потока электронов в
единице объема (|gEB| ∼ |nemve|) оказываются сравнимы
по величине. Применительно к устройствам типа МД
(B0z = const, E = ∇V(r, θ, t)) можно сформулировать
следующее утверждение. В диодном зазоре возможны
практически безызлучательные ВЧ колебания электри-
ческих зарядов с большой амлитудой (δne ∼ ne), при-
чем при относительно малых изменениях приложенного
напряжения и диодного тока. Эти колебания поддер-
живаются при взаимодействии зарядов со скрещенным
E× B-полем, при обмене с ним импульсом и энергией и
благодаря нестационарной вторичной эмиссии электро-
нов с катода.

3. Постановка задачи
и математическая модель

Динамика частиц в гладком магнетроне моделирова-
лась по коду КАРАТ комбинированным способом. Внеш-
ний источник импульсного напряженияVP(t) подключал-
ся к диоду через RL-цепочку, а сам диод представлялся
в электрической цепи (рис. 1) в виде элемента с пара-
метрами: VAK(t) — напряжение на диоде и I AK(t) — ток
через диод. Схема описывалась уравнением Кирхгофа

VAK(t) = VP(t) − R1I AK(t) − L1dIAK(t)/dt,

R1 = 0.2k�, L1 = 0.05µH. (4)

Импульсное напряжение VP(t) имело сглаженный
профиль с длительностью фронта t f = 2ns. Типичные
осциллограммы напряжения и тока даны на рис. 1.
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Рис. 1. a — схема подключения магнетронного диода к внешней цепи; b — осциллограммы напряжения на ускоряющем
промежутке VAK(t), первичного тока эмиссии I e0(t) и тока черед диод I AK(t).

Электрический ток I AK(t), составленный суммой тока
утечки электронов на анод и емкостного тока (ток
смещения), вычислялся с использованием уравнений
Максвелла и дискретной модели заряженной плазмы —
метод крупных частиц PIC [27]. Моделирование динами-
ки частиц проводилось на расчетных сетках с числом
узлов ∼ 105 и числом крупных частиц (первичных и
вторичных) ∼ 105.
Код КАРАТ позволял моделировать как двумерную

(r, θ), так и трехмерную (r, θ, z) геометрии диода. С це-
лью апробации численного метода и определения границ
применения модели с двумерной геометрией были сде-
ланы расчеты для МД с параметрами, близкими к экспе-
риментам [9]: молибденовый катод, r K = 3.3mm; анод,
r A < 10mm; длина, l2 = 20mm; B0z ≡ B0 = 0.2−0.3 T;
VAK = 10−30 kV. Катод МД в [9] имел кольцевые вы-
ступы на торцах и магнитное поле в области торцов
было слегка увеличено (прототипом был диод магне-
трона AX9 [21]), чтобы уменьшить утечку электронов
в область вне диода. Напряжение VAK(t) отрицательной
полярности подавалось на катод, а анод и вакуумная ка-
мера имели нулевой потенциал, как это обычно принято
в практике генераторных магнетронов и в большинстве
экспериментов с МД. В такой системе, несмотря на
меры по „экранировке“, был возможен уход электронов
вдоль магнитного поля на стенки камеры. Результаты
счета и данные из [9] совпадали в пределах 10% для МД
с параметрами: 1) зазор был мал в сравнении с про-
дольным размером диода dAK ≤ 0.1lz; 2) величина по-
ля B0 была в пределах: B0 = (1.1−1.2)Bcr. При больших
зазорах (dAK > 0.1lz) или при B0 > 1.2Bcr наблюдались
заметные различия между расчетом и экспериментом,
что можно связать как с влиянием торцов катода, так и
с уходом электронов на стенки вакуумной камеры.
Относительно большие магнитные поля B0/Bcr =

= 1.5−3 обычно используют для повышения КПД в
магнетронах [21,22] и в инжекторах пучка [28,29], сде-
ланных на основе диодов с магнитной изоляцией и
катодов с вторичной эмиссией. В таких приборах ин-
жекция пучка в зазор происходит из прикатодного слоя
(электронной втулки). Как отмечено в разделе 2, тео-
ретическая модель этого слоя отсутствует. В последнее

десятилетие ряд авторов [7,29] попытались восполнить
этот пробел и предложили простую модель на основе од-
номерных колебаний пучка, т. е. реанимировали старую
идею Ленгмюра о колебательных потенциалах [1,8,12].
Как известно, ленгмюровские колебания широко исполь-
зуются в теории плазмы, но их применение оказыва-
ется неэффективным в теории заряженных пучков в
скрещенных E× B-полях. Теория одномерных колебаний
может объяснить утечку электронов поперек магнитного
поля, если убрать ограничения, связанные с законами
сохранения энергии и импульса (см. (1)–(3)).
В анализе МД с гладкими электродами (Eθ(r K) =

= Eθ(r A) = 0) и напряжением VAK < 100 kV достаточно
использовать приближение безвихревого электромаг-
нитного поля (rotE = 0, rotB=0). Хотя, если анали-
зировать равновесие МД в радиальном направлении,
необходимо учитывать слабое вытеснение магнитного
поля (δB/B0 ∼ 1%) к анодному электроду из-за ази-
мутального тока электронов. Результаты расчетов по
потенциальной модели и по уравнениям, в которых были
учтены релятивистские эффекты и вихревые компо-
ненты электромагнитного поля, оказались практически
одинаковыми для МД с параметрами: VAK = 10−30 kV,
r A < 10mm. Одна из проблем численного моделирова-
ния состоит в том, чтобы не внести в систему неучтой-
чивостей, вызванных дискретностью счета.3

В примерах для двумерной модели МД интегральные
величины (ток, заряд и пр.) вычислены на аксиальную
длину l0z = 10mm. Используется „базовый“ вариант
с параметрами: r K = 3.3mm; r A = 5.3mm; dAK = 2mm;

3 Как известно, мощные пучки в скрещенных E× B-полях подвер-
жены многим нестабильностям, особенно при возникновении вторич-
ной эмисии электронов. В [30,31] приведены экспериментальные и
теоретические исследования одностеночного вторично-эмиссионного
СВЧ разряда в E× B-полях. В наших расчетах похожий разряд воз-
никал как „паразитная“ неустойчивость („компьютерная физика“) при
недостаточно мелком шаге дискретности расчетной сетки (Nr < 200,
Nθ < 250). К счастью, основной резонанс СВЧ разряда происходит
в окрестности двойной циклотронной частоты и отстоит далеко от
основной гармоники BKB неустойчивости, которая расположена в
области ларморовской частоты (ν0BKB ≈ νLe = νce/2). Это обстоя-
тельство позволяло обнаружить паразитную неустойчивость, если она
возникала. Вместе с тем жесткие требования к мелкости сетки не
позволили нам провести полномасштабные трехмерные расчеты.
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B0 = 0.25 T; электрические параметры соответствуют
схеме рис. 1, VP = 12 kV и VAK(t > 6 ns) ≈ VA0 =
= 11.2 kV — квазистационарный режим. В практических
оценках величин l , t, v , I , Q, V , W, E, B, R, ν , L, C
используются соответственно следующие единицы: mm,
ns, mm/ns, A, nC, kV, µJ, kV/mm, T, k�, GHz, µH, pF, а
также: ε0 = 1/36π pF/mm; c = (ε0 · µ0)−0.5 = 300mm/ns;
e = 1.6 · 10−10 nC; m = me = 9.1 · 10−13 µJ · (ns/mm)2.
Уравнения, приведенные ниже, даны для (r θ)-геометрии
в нерелятивистском приближении и для потенциального
электрического поля

vnr(r, θ, t) − vnr(r K , θ1, t1)

=
∫ t

t1

(
−Er

E0
vEB − vnθ +

v2
nθ

rωce

)
ωcedtn,

ωce =
eB0

m
, vEB =

E0

B0
, (5)

mrvnθ(r, θ, t) − mrKvnθ(r K , θ1, t1)

= mrAveA0


 B0

Bcr
× r 2 − r 2K

r 2A − r 2K
− vEB

veA0

t∫
t1

rEθ

r AE0
ωcedtn


 ,

E0 = VA0/dAK, veA0 = (2eVA0/m)0.5,

Vcr = VA0(B0/Bcr)2, Bcr =
2r AmveA0

e(r 2A − r 2K)
, (6)

где vnr и vnθ есть компоненты скорости
n-го электрона; (r, θ, t) — координаты траектории;
E0 = 5.6 kV/mm; vEB = 22.4mm/ns; ωce = 2πνce,
νce = 28B0 = 7GHz — электронная циклотронная
частота; veA0 = 62.7mm/ns — скорость электрона
с энергией weA0 = eVA0 = 11.2 keV; Vcr = 14.5 kV —
напряжение отсечки; Bcr = 0.22 T — критическое поле
отсечки при VAK = 11.2 kV, B0/Bcr = 1.13; интегриро-
вание производится вдоль траектории n-го электрона;
dtn = 10−4−10−5 ns — временно́й шаг счета.
Уравнения (5), (6) описывают историю произволь-

ного электрона в постоянном магнитном поле B0 и
в электрическом поле с компонентами Er (r, θ, t) и
Eθ(r, θ, t), которые находятся из численного решения
уравнения Пуассона (7) с граничными условиями (8).
Распределение зарядов (9) в диодном зазоре определя-
ется местоположением (5, 6) и количеством электронов
(макроэлектронов), которые вылетали из катода в про-
межуток времени 1t = (0 < t1 < t) и остались в зазоре в
текущий момент времени t, т. е. не поглотились анодом
или катодом. Ток утечки электронов на анод I eA(t) и ток
диода I AK(t) вычисляются по (10), (11)

r
∂

∂r

(
r
∂V
∂r

)
+

∂2V
∂θ2

=
−r 2qe

ε0
;

Er (r, θ, t) =
−∂V(r, θ, t)

∂r
; Eθ(r, θ, t) =

−∂V(r, θ, t)
r ∂θ

;

(7)

V(r K, θ, t) = 0; V(r A, θ, t) = VAK(t);

Eθ(r K,θ,t) = Eθ(r A, θ, t) = 0; (8)

qe(r, θ, t) =
1

δr δθ

r +δr /2∫
r−δr /2

dr

θ+δθ/2∫
θ−δθ/2

en(r, θ, t)dθ;

∂(rJr )
∂r

+
∂Jθ
∂θ

= −r
∂qe

∂t
; (9)

Jx(r, θ, t) =
1

δr δθ

r +δr /2∫
r−δr /2

dr

θ+δθ/2∫
θ−δθ/2

envnxdθ,

Jx=r ≡ Jr , Jx=θ ≡ Jθ ; (10)

I eA(t) = −r AI 0z

2π∫
0

Jr (r A, θ, t)dθ;

I AK(t) = I eA(t) − ε0r Al0z

2π∫
0

∂

∂t
Er (r A, θ, t)dθ. (11)

С поверхности катода обеспечивалась эмиссия пер-
вичных (J0e(θ, t) — дается начальными условиями) и
вторичных частиц, которые выбивались из катода при
ударе быстрыми электронами. Коэффициент выхода вто-
ричных электронов (kes = I es/I eBKB) рассчитывался с
учетом эмпирических данных [11] по формуле

kes =
(
(1− cosαeBKB) +

π

2
ksmw

0.55 exp(−0.45w)
)

h(w),

w = (weBKB− ws1)/ws2, (12)

где ksm — максимальный коэффициент вторичной эмис-
сии, ksm = ksm(θ) < 3; αeBKB — угол между скоростью
электронов и нормалью к поверхности; weBKB — ки-
нетическая энергия электронов, бомбардирующих катод;
ws1 ≈ 0.1 keV — пороговая энергия и we2 ≈ 0.6 keV —
энергетический параметр; h(w) — функция Хевисайда.
Все электроны, вылетающие с катода, имели од-

нородное распределение по энергии в интервале
weK0 = (10 . . . 50) eV и однородное направление выле-
та по полярному и азимутальному углам. Заметим,
что принятая в счете начальная энергия электронов
(weK0 = 30 eV) превосходит ее величину, известную из
опыта (см., например, в [11]), но она остается ма-
лой величиной по сравнению с характерной энергией
(we ∼ 1 keV) электронов в прикатодном слое. В „базо-
вом“ МД имеется достаточно высокий энергетический
порог (δwe/weA ∼ 20%) для электронов, уходящих на
анод. Для сравнения отметим, что в [4] удалось моде-
лировать утечку электронов на анод МД при условии:
(B0 − Bcr)/B0 ∼ 1%, а в [5] вычислительная схема рабо-
тала только для случаев эмиссии электронов вдоль маг-
нитного поля. В установившемся режиме (VAK(t) ≈ VA0)
электроны, вылетевшие с катода, могут достичь анода
только при наличии в диодном зазоре нестационарного
азимутального электрического поля Eθ(r,θ,t).
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Рис. 2. Процесс формирования электронных облаков в диодном зазоре при однородной начальной эмиссии (I e0 ∼ 2A) электронов
с катода. В момент t = 3, 6 ns начинается лавинный рост числа вторичных электронов. К моменту t = 8 ns формируется
квазистационарный режим МД с током утечки электронов на анод I eA ≈ 4A при низком уровне осцилляций диодного тока
(δI AK/I AK ∼ 1%). Внизу показана прямоугольная развертка в момент времени t = 10 ns.

4. Динамика формирования
электронного потока в МД

Динамика формирования электронных облаков, тока
вторичной эмиссии и электрического поля в зазоре
МД (базовый вариант) иллюстрируется рис. 2−4. В на-
чальные моменты времени осуществляется однородная
по азимуту эмиссия первичных электронов (I e0 = 2A).
Эти электроны формируют вокруг катода азимутально-

однородный слой. Толщина слоя растет с увеличением
напряжения VAK(t) (рис. 2, конфигурация при t = 3 ns).
При этом электроны, стартовавшие в более раннее
время, не могут вернуться обратно на катод из-за роста
напряженности электрического поля. Через 1t ≈ 3 ns
напряжение на диоде достигает максимальной величи-
ны 12 kV, а ток через диод спадает до нуля (осцилло-
граммы на рис. 1). В интервале времени 1t = 3−4 ns
уменьшается напряженность поля Er (r, θ, t) в прикатод-
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Рис. 3. Осицллограммы полей Er (t) и Eθ(t) в точке с коорди-
натами r = 0, 4 cm и θ = 215◦.

Рис. 4. Динамика накопления числа первичных Ne0(t) и вто-
ричных Nes(t) электронов в ускоряющем промежутке. Сред-
ний ток вторичной эмиссии устанавливается осцилляцией
δI es/I es ∼ 20%.

ном слое, что вызывает интенсивную бомбардировку
катода электронами и быстрый рост тока вторичной
эмиссии (рис. 1, 3, 4). Эффект бомбардировкина стадии
спада поля E(t) получается противоположным процессу
захвата электронов в зазоре во время нарастания по-
ля E(t). В реальных экспериментах обычно временны́е
фронты длиннее, а для стимулирования вторичной эмис-

Рис. 5. Распределение полей Er (r, θ) и Eθ(r, θ) по азимуту в момент t = 10 ns.

сии используют специальную электрическую цепь, ко-
торая генерирует на диоде скачок напряжения большой
амплитуды δV(t) ∼ VAK [28,29].
Электрические параметры МД (напряжение VAK(t)

и ток I AK(t)) стабилизируются с течением времени.
Установившейся режим достигается к моменту t = 8 ns
(рис. 1). В то же время ток вторичной эмиссии I es(t)
имеет и при t > 8 ns большие осцилляции (рис. 4).
Величина тока I es(t) превосходит примерно в 10 раз
амплитуду анодного тока I eA(t) ≈ I es(t) − I eBKB(t). По-
ток обратных электронов, который представлен экви-
валентным током бомбардировки I eBKB(t), также имеет
заметный уровень осцилляций. Распределение заряда
qe(r, θ, t) в зазоре оказывается сильно неоднородным
(рис. 2). В результате генерируется азимутальное по-
ле Eθ(r,θ,t) с амплитудой около 0.15 · E0 и имеются
заметные осцилляции в распределении поля Er (r, θ, t)
(рис. 3, 5). Картина электронных облаков (сгустков),
представленная на рис. 2 для t = 8 ns, остается с те-
чением времени примерно подобной себе с периодом
обращения вокруг оси, равным ta ≈ 1 ns. Сделав оценку
азимутальной скорости для захваченных электронов на
среднем радиусе, полагая в формуле (5) радиальную
скорость равной нулю (vnr = 0) и Er = −E0, в итоге
получаем 〈veθ〉 = va ≈ vEB(1 + vEB/r aωce) = 25mm/ns.
Период полного оборота для этих электронов равен
taa = 2π · r a/va ≈ 1 ns, что совпадает с ta — периодом
обращения облаков. Можно полагать, что основная мас-
са электронов в зазоре представлена захваченными ча-
стицами, которые имеют кинетическую энергию меньше
потенциальной энергии (we < eV(r, θ, t)). Это предпо-
ложение подтверждается видом функции распределения
электронов по энергии (рис. 6).
Средние энергии электронов, достигающих анода

и бомбардирующих катод, равны соответственно
w̄eA = 7.4 keV и w̄eBKB = 0.44 keV (рис. 7). Используя
эти величины и данные установившегося режима
(VAK = 11.2 kV, Ī eA = 4A, Ī eBKB = 36A), найдем КПД
обратной бомбардировки, поток мощности на электроды
и уровень энергетического баланса (1) по результатам
численного счета: ηBKB = (eVAK − w̄eA)/eVAK = 34%,
PAK = 44.8 kW, PeA = 29.6 kW, PeBKB = 14.8 kW,
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Рис. 6. Функция распределения электронов внутри ускоряющего промежутка МД по полной энергии в различные моменты
времени (w — кинетическая энергия, eV — потенциальная энергия).

Рис. 7. Функции распределения по энергии и углу падения (по отношению к нормали к поверхности) для электронов,
бомбардирующих катод и анод.

(PAK − PeA− PeBKB)/PAK < 1%. Различие с данными
экспериментов в [9] оказывается в пределах 10%.
Коэффициент „обострения эмиссии“ εeB = I eA/I 0e в
компьютерной модели МД можно получить большой
(εeB > 100), так как в установившемся режиме возмож-
но выключение тока первичной эмиссии (I 0e(t > 8 ns) ≈
≈ 0, рис. 1).
Обратимся к угловым характеристикам электронов на

электродах МД и проблеме сохранения азимутального
импульса. Электроны попадают на анод практически по
касательной (ᾱeA = 82◦) и функция их распределения
по углу узкая. Средний угол падения электронов на
катод составляет ᾱeBKB = 24◦, т. е. направление ближе к
нормали и функция распределения широкая (рис. 7). Ис-
пользуя вышеприведенные данные для установившегося
режима и формулы (2), (3), проверим баланс в передаче
азимутального импульса

1 =
ṀeA

Ṁ0B
+

ṀeK

Ṁ0B
≈ Bcrw̄

0.5
eA · sin ᾱeA

B0w
0.5
eA0

+
Bcrr K(w̄0.5

eBKB− w̄0.5
eK0)Ī eBKB · sin ᾱeBKB

B0 · r A · w0.5
eA0 · I AK

= 0.71 + 0.29, (13)

т. е. баланс крутящих моментов выполнен, согласно (13),
лучше 1%.

В распределении зарядов по азимуту (рис. 2, кадр
при t = 10 ns) можно выделить три основных сгустка
и расположенных между ними три сгустка меньшей
интенсивности. В частотном спектре для электрическо-
го поля, плотности тока и др. выделяются частоты,
соответствующие периоду полного обращения (ta), и
высшие гармоники (ta/3, ta/6, . . .). В спектре присут-
ствуют также частоты: νLe = νce/2 = 3.5GHz, νce и их
высшие гармоники. В идеальной электродной систе-
ме без азимутальных неоднородностей (типа МД на
рис. 2) спектр получается относительно простым, с
максимальной интенсивностью в области ларморовской
частоты νBKB ≈ νLe (основная частота BKB) нестабиль-
ности [3,6]. При наличии азимутальных неоднородностей
(ось катодного электрода смещена, неоднородная эмис-
сия электронов и др.) частотный спектр оказывается
нерегулярным.

5. Обсуждение результатов
моделирования

Макроскопические уравнения (2), (3) можно полу-
чить, если просуммировать правые и левые части (6)
по всем электронам в диодном зазоре и усреднить
эту сумму по некоторому интервалу времени. Необхо-
димость усреднения связана с присутствием заметных
осцилляций во времени для I es(t) — потока вторичных
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Рис. 8. Траектории нескольких выделенных электронов, которые наблюдаются в интервале времени 1t = 7−8 ns. Слева электроны
стартуют с поверхности катода (при θ = 0−20◦), а справа электроны продолжают свой путь (при t ≥ 7 ns) с азимута θ = 0.

электронов; I eA(t) — тока утечки электронов на анод;
E(r, θ, t) — поля и др. (рис. 3–5). Отличие полученного
таким способом уравнения от (2), (3) заключается в
присутствии суммы интегралов, связанных с воздействи-
ем на электроны поля Eθ (см. (6)). В установившемся
режиме происходит взаимная компенсация воздействий
поля Eθ(r, θ, t) на электроны, которые уходят на анод,
и на электроны, бомбардирующие катод, т. е. работа,
совершаемая полем Eθ(r, θ, t) над всеми электронами в
зазоре в течение 1t � tce, равна нулю:

δWθ =

r A∫
r K

2π∫
0

rdrdθ

t+1t∫
t

Jeθ(r, θ, t)Eθ(r, θ, t)dt ≈ 0. (14)

Электроны, уходящие на анод, двигаются в фазе
тормозящего поля Eθ(r,θ,t) и в этом процессе теряют
энергию, а также отдают скрещенному E× B-полю из-
быточную часть азимутального импульса, который они
получают при взаимодействии с полем B0. Заметим, что
скрещенное E× B-поле играет в этом процессе роль
временно́го буфера для импульса и энергии. Электро-
ны, которые возвращаются на катод, двигаются в фазе
ускоряющего поля Eθ(r, θ, t) и приобретают избыточную
энергию и избыточный импульс. Этот механизм подобен
взаимодействию электронов с E× B-полем в магнетроне
(см. раздел 2). Отличие состоит в том, что величина
интеграла (14) в диоде генераторного магнетрона будет
меньше нуля, так как электрическое поле отбирает энер-
гию (и азимутальный импульс) от электронов и передает
ее в анодные резонаторы. В магнетроне изменяются
также уравнения (3), так как добавляется крутящий
момент, созданный давлением электрического поля на
поверхность щелей анодного электрода. Поэтому баланс
крутящих моментов в магнетроне выполняется обычно
при относительно малых потоках энергии и импульса на
катод.
Параметры МД удобно анализировать по отношению

к электронному диоду без магнитного поля (B0 = 0)

и с катодом с высокой эмиссией (EK = 0). Для „базо-
вого“ диода (рис. 2) численный счет дает предельный
ток, равный ICL = 216A при напряжении VAK = 11.2 kV.
Электрический заряд в диоде для этого режима (поле
B = 0) равен QCL = 21.5 nC. Этот заряд примерно равен
заряду в зазоре МД Qes = eNes(t > 8 ns) = 21 nC и ока-
зывается больше в 1.6 раз заряда вакуумного конденса-
тора (нет электронов в зазоре) QC = C0VAK = QCL/1.6.
Сравнивая эти данные с параметрами МД, получим
χeA = I eA/ICL ≈ 1/50 — степень нарушения магнитной
изоляции (χeA(max) ≈ 1/15 получено в [9] для като-
да из платины и при B0/Bcr ≈ 1.1); I es/ICL ≈ 1/5 —
относительный ток вторичной эмиссии; Qes/QCL ≈ 1.
Для оценок примем предельный заряд в МД равным
QeM = 1.5QC .

Как отмечалось выше, сильная неустойчивость пуч-
ка в МД возникает в режиме плотного пучка.
Для критерия „плотного пучка“ используем величи-
ну накопленного заряда электронов в зазоре в мо-
мент t = 3 ns — начала неустойчивости (рис. 4):
ξeAK(t) = eNe0(t = 3 ns)/QeM ≈ 1/4. В практике величи-
ну этого заряда можно оценить, используя только
внешние параметры МД (осциллограммы на рис. 1 и
размеры диода), например Qe0 = QA − QC ≈ 4.5 nC, где
QA(t = 3 ns) =

∫
I AK(t)dt ≈ 18.5 nC — заряд, накоплен-

ный на аноде МД; QC = C0 ·VAK = 14 nC — емкост-
ной заряд при VAK = 12 kV. Таким образом, в качестве
критерия стабильности потока достаточно использовать
условие малости параметра „обмена“ ξeAK � 1

ξeAK(tP) = QeA/Qe; QeA(t) =

tP∫
0

I eA(t)dt;

QeM = e
∫

nedv ≈ 1.5C0/VAK, (15)

где ξeAK — параметр обмена; QeA(tP) есть перенесенный
электронами заряд за время процесса tP, QeM — пре-
дельный заряд в диоде.
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Подобный критерий был предложен давно в [13] для
оценки границ стабильного ускорения в магнитном поле
бесстолкновительной плазмы. Эксперименты и числен-
ное моделирование по ускорению плазмы между элек-
тродами [32,33] показали, что токовый слой разрушается
в моменты времени, когда параметр обмена достигает
уровня единицы при однородном распределении плазмы
и раньше в случае неоднородной плазмы.
В приборах со скрещенными полями, например

в [9,10,28,29], реализуется обычно многократный обмен
электронов в зазоре (ξeAK � 1) в течение импульса на-
пряжения VAK(t < tP). Наши исследования показывают,
что сильная BKB неустойчивость в потоке развивается
уже при ξeAK > 0.3. В анализе приборов с магнитной
изоляцией многие авторы использовали гидродинами-
ческую модель течения электронов [1,2], называемую
также бриллюэновской, или дрейфовой, моделью. Вид
счетных траекторий электронов в зазоре МД (рис. 8)
показывает, что, хотя траектории сильно вытянуты в
азимутальном направлении (|ver| � v̄eθ), каждая из них
не локализована в узком слое. Напротив, электроны
перемещаются поперек зазора (от катода к аноду и
обратно), так что применение гидродинамической моде-
ли для МД с утечкой электронов (при ξeAK > 0.3) будет
некорректно.
Динамика неустойчивости типа BKB для электронных

потоков в приборах со скрещенными полями получена
для напряжений VAK � 0.5MeV. Но результаты будут
качественно такими же и для VAK ∼ 1MV, так как основ-
ные процессы при BKB неустойчивости развиваются
в прикатодном слое, где электроны остаются нереля-
тивистскими. Такой вывод поддерживается, например,
данными измерений кинетических потерь электронов,
приходящих на анод 2MV транспортной линии с маг-
нитной изоляцией [34].
Механизм генерации высокого уровня колебаний в

электронных пучках в скрещенном E× B-поле приме-
ним, очевидно, и к случаю зазоров с магнитной изоля-
цией ионов (dAK > r iL). В этом случае роль эмиттера
с нестационарной вторичной эмиссией будет выполнять
анод (или анодная плазма). Такой вывод сделан в [35] по
результатам анализа данных известных экспериментов
по генерации высокотемпературного протонного пучка
газоразрядным инжектором магнетронного типа и пред-
сказаний теории на основе модели BKB нестабильности.

Заключение

Методом численного моделирования исследован про-
цесс установления „квазистационарной“ утечки электро-
нов поперек сильного магнитного поля (B0/Bcr > 1.1).
Электронный поток в зазоре разбивается в азимуталь-
ном направлении (вдоль электрического дрейфа) на
ряд отдельных сгустков. Коллективные (турбулентные)
колебания зарядов происходят при взаимодействии элек-
тронов со скрещенным E× B-полем и при обмене с

ним импульсом и энергией. Самоорганизация турбулент-
ных электронных потоков обеспечивается свойствами
катода: как малой первичной эмиссией (Je0 � JCL; на
катоде поле EK(t) 6= 0), так и наличием вторичной
эмиссии с коэффициентом kes > 1. Результаты счета
верифицировались по исполнению следующих балан-
сов: 1) PAK = PeA + PeBKB — равенство потребленной
и адсорбированной мощностей; 2) равенство крутящих
моментов как полученных при утечке электронов попе-
рек магнитного поля, так и переданных аноду и катоду
при падении на них электронов. Численные расчеты
сопоставлены с известными экспериментальными дан-
ными и показано их хорошее согласие. Предложенная
физическая модель колебательной системы (плотный
поток заряженных частиц в скрещенном E× B-поле)
применима к электронным и к ионным пучкам. Числен-
ная модель BKB нестабильности может быть использо-
вана в расчетах по совершенствованию мощных СВЧ
генераторов и сильноточных инжекторов заряженных
пучков.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант
№ 03-02-17301).
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