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Предложена последовательная схема вычисления поляризуемости пары параллельных цилиндров произ-
вольной (но достаточно симметричной) формы. Для коэффициентов, входящих в выражение для электри-
ческого потенциала задачи, получена бесконечная система алгебраических уравнений. Численное решение
этой системы дает возможность находить поляризуемость с любой степенью точности. Предлагаемый метод
не связан с конкретной формой цилиндров, электростатические свойства которых описываются с помощью
матрицы мультипольных поляризуемостей.

Введение

Задача двух тел является одной из основных в ма-
кроскопической электростатике [1]. Различным аспек-
там этой проблемы посвящен ряд работ (см., напри-
мер, [2–5]), в которых рассматривается, как правило,
задача о двух сферах. Но даже в этом сравнительно
простом случае отсутствует замкнутое решение зада-
чи. Тем бо́льшие трудности возникают при попытке
рассмотрения тел другой формы. Более благоприятна
ситуация в двумерном случае, где имеется точное ре-
шение задачи о паре кругов (параллельных круговых
цилиндров). Однако и здесь отсутствует общий подход
к проблеме двух тел для цилиндров произвольной
формы.

В настоящей работе предложен последовательный
метод вычисления тензора поляризуемости 3̂ пары ци-
линдров произвольной (но достаточно симметричной)
формы. Найден общий вид комплексного потенциала
задачи вне цилиндров. Для неизвестных коэффициентов,
входящих в выражение для потенциала, получена бес-
конечная система алгебраических уравнений, численное
решение которой позволяет находить поляризуемость 3̂

с любой степенью точности. При больших расстояниях ρ
между цилиндрами из общих формул следует аналити-
ческое выражение для поляризуемости в виде ряда по
степеням 1/ρ.

Электрические свойства каждого из цилиндров входят
в решение задачи через их мультипольные поляризу-
емости — коэффициенты в „откликах“ на различные
внешние поля. При этом определение соответствующей
матрицы поляризуемости представляет собой самосто-
ятельную задачу, которая должна решаться отдельно в
каждом конкретном случае аналитическими или числен-
ными методами. Для включения эллиптической формы
выражения для мультипольных поляризуемостей могут
быть найдены в явном виде [6].

Мультипольные поляризуемости

Рассмотрим цилиндр с тензором дипольной поляризу-
емости 3̂, помещенный в однородное поперечное элек-
трическое поле напряженности E0. Будем считать, что
главные оси тензора 3̂ совпадают с осями координат x
и y, а E0 направим вдоль оси x. Тогда на больших от тела
расстояниях r электрический потенциал ϕ в дипольном
приближении имеет вид

r → ∞ : ϕ(r) = −E0

{
x − 2

x3(x)

r 2
+ . . .

}
. (1)

Здесь 3(x) — соответствующее главное значение тензо-
ра 3̂. Величина 3(x), отнесенная к единице длины ци-
линдра, пропорциональна площади поперечного сечения
тела и является функцией аргумента h = ε(i )/ε(e), где
ε(i ) и ε(e) — диэлектрические проницаемости цилиндра
и окружающей среды соответственно.
В дальнейшем удобно использовать комплексный по-

тенциал 8(z) (где z = x + iy), действительная часть
которого дает электрический потенциал ϕ(r) = Re8(z),
а производная — компонента напряженности E,

8′(z) = −Ex + iEy. (2)

Комплексный потенциал, отвечающий выражению (1),
имеет вид

|z| → ∞ : 8(z) = −E0

{
z − 23(x)

z
+ . . .

}
(3)

с вещественной постоянной 3(x).
При учете высших (мультиплетных) моментов выра-

жение для 8(z) вне тела принимает вид

8(z) = z +
∞∑

m=0

3
(x)
1,2m+1

z2m+1
(4)

с действительными константами 3
(x)
1,2m+1. В (4) опу-

щен общий множитель и считается, что тело имеет
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достаточно симметричную форму (см. Приложение),
так что комплексный потенциал 8(z) нечетен по z.
Из сравнения (4) с (3) следует, что

3
(x)
11 = −23(x). (5)

Ниже понадобится также и отклик рассматрива-
емого тела на неоднородное внешнее поле вида
Re z2n+1 = r 2n+1 cos(2n + 1)2, где 2 — полярный угол.
В этом случае вместо (4) имеем

8(z) = z2n+1 +
∞∑

m=0

32n+1,2m+1

z2m+1
(n > 0) (6)

с вещественными коэффициентами 32n+1,2m+1, кото-
рые будем называть мультипольными поляризуемостя-
ми. Аналогичным образом вводятся и четно-четные
мультипольные поляризуемости 32n,2m

8(z) = z2n +
∞∑

m=1

32n,2m

z2m
(n > 1). (7)

В (6), (7) и ниже индекс x у 3
(x)
nm опускаем.

Если напряженность E0 направлена вдоль оси y (ве-
личины, относящиеся к этому случаю, будем отмечать
черточкой сверху), то вместо (3) будем иметь

|z| → ∞ : 8(z) = iE0

{
z +

23
z

+ . . .

}
, (8)

где 3 ≡ 3(y) — дипольная поляризуемость (главное
значение тензора 3̂) вдоль оси y.
При учете высших моментов вместо (8) аналогич-

но (4) имеем

8(z) = −i

{
z −

∞∑
m=0

31,2m+1

z2m+1

}
(9)

с действительными константами 31,2m+1. Из сравне-
ния (9) с (8) следует, что

311 = −23(y). (10)

В случае внешнего поля вида Im z2h+1 =
= r 2n+1 sin(2n + 1)2 вместо (9) аналогично (6) будем
иметь

8(z) = −i

{
z2n+1 −

∞∑
m=0

32n+1,2m+1

z2m+1

}
(n > 0), (11)

где 32n+1,2m+1 = 3
(y)
2n+1,2m+1 — соответствующие нечет-

но-нечетные мультипольные поляризуемости.
Четно-четные поляризуемости вводятся сходным с (7)

образом

8(z) = −i

{
z2n −

∞∑
m=1

32n,2m

z2m

}
(n > 1). (12)

Заметим, что преобразование симметрии Дыхне [7]
позволяет связать комплексные потенциалы исход-
ной 8(z) и так называемой взаимной (отличающейся от
исходной заменой ε(i ) � ε(e)) 8̃(z) систем (ср. с [8])

8̃(x)(z) = i8(y)(z)

или
8̃(z) = i8(z). (13)

Подстановка (6) и (11) в (13) дает соотношение [6]

32n+1,2m+1 = −3̃2n+1,2m+1. (14)

Таким же соотношением связаны и четно-четные по-
ляризуемости 32n,2m и 3̃2n,2m. Из (6) и (7) по соображе-
ниям размерности следует, что 3nm = Rn+mαnm, где R —
характерный размер цилиндра в поперечном сечении;
αnm — безразмерные величины, зависящие от формы
тела и аргумента h = ε(i )/ε(e). Отметим, что справедливо
также равенство [9]

m3nm = n3mn, (15)

являющееся соотношением симметрии для матри-
цы 3nm.

Метод последовательных приближений

Рассмотрим задачу о нахождении потенциала, созда-
ваемого двумя параллельными цилиндрами (с направ-
ляющими вдоль оси z), помещенными в поперечное
однородное электрическое поле. Для упрощения даль-
нейших выкладок предположим, что главные оси тен-
зора поляризуемости обоих (достаточно симметричных)
тел совпадают с координатными осями x и y. Тогда
если напряженности внешнего поля E0 направлена вдоль
оси x (или y), то все величины 3nm в формулах (4)–(7),
(9)–(12) вещественны. Считаем также, что центры обоих
цилиндров расположены на оси y в точках y = ±ρ/2. За-
дачу об отыскании потенциала решаем методом после-
довательных приближений, в каждом порядке которого
точно учитывается взаимовлияние тел.
В нулевом приближении комплексный потенциал, от-

вечающий однородному внешнему полю, приложенному
вдоль оси x, имеет вид

8(0)(z) = βz, (16)

где β = −E0.
Отклик первого цилиндра (с центром в точке y = ρ/2)

на поле (16) дается, согласно (4), выражением

8
(1)
I (z) = β

∞∑
n=0

b(1)
2n+1

(z − zI)2n+1
;

b(1)
2n+1 = 3

(I)
1,2n+1, zI =

i
2
ρ. (17)
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Аналогичным образом для отклика второго цилиндра
находим

8
(1)
II (z) = β

∞∑
n=0

d(1)
2n+1

(z − zII)2n+1
;

d(1)
2n+1 = 3

(II)
1,2n+1, zII = − i

2
ρ. (18)

В (17) и (18) 3
(a)
1,2n+1 (где a = I или II) — соот-

ветствующие главные значения тензора мультипольных
моментов тел. Сумма величин 8

(1)
I (z) и 8

(1)
II (z) дает

поправку первого порядка к комплексному потенциалу
вне цилиндров.
Во втором приближении выражение (18) является

потенциалом внешнего поля по отношению к первому
цилиндру. При z → zI имеем следующие разложения по
степеням z − zI:

1
(z − zII)2n+1

=
∞∑

k=0

(−1)n+k

ρ2n+2k+2

(2n + 2k + 1)!
(2n)!(2k + 1)!

(z − zI)2k+1

− i
∞∑

k=1

(−1)n+k

ρ2n+2k+1

(2n + 2k)!
(2n)!(2k)!

(z − zI)2k −
(

i
ρ

)2n+1

(n > 0); (19)

1
(z − zII)2n

= i
∞∑

k=0

(−1)n+k

ρ2n+2k+1

(2n + 2k)!
(2n− 1)!(2k + 1)!

(z−zI)2k+1

+
∞∑

k=1

(−1)n+k

ρ2n+2k

(2n + 2k − 1)!
(2n− 1)!(2k)!

(z − zI)2k +
(

i
ρ

)2n

(n > 1). (20)

Отклик первого цилиндра на внешний неоднородный
потенциал ищем с помощью соответствий, следующих
из (6) и (12),

(z − zI)2k+1 ⇒
∞∑

n=0

3
(I)
2k+1,2n+1

(z − zI)2n+1
, (21)

−i (z − zI)2k ⇒ i
∞∑

n=1

3
(I)
2k,2n

(z − zI)2n
. (22)

С учетом (19), (21) и (22) находим отклик первого
тела на потенциал (18)

8
(2)
I (z) = β

{ ∞∑
n=0

b(2)
2n+1

(z − zI)2n+1
+ i

∞∑
n=1

b(2)
2n

(z − zI)2n

}
, (23)

где

b(2)
2n+1 =

∞∑
m=0

M(I)
nmd(1)

2m+1, b(2)
2n =

∞∑
m=0

P(I)
nmd(1)

2m+1; (24)

M(I)
nm =

∞∑
k=0

(−1)m+k

ρ2m+2k+2

(2m+ 2k + 1)!
(2m)!(2k + 1)!

3
(I)
2k+1,2n+1

(n > 0, m > 0); (25)

P(I)
nm =

∞∑
k=1

(−1)m+k

ρ2m+2k+1

(2m+ 2k)!
(2m)!(2k)!

3
(I)
2k,2n

(n > 1, m > 0). (26)

Величины d(1)
2n+1 определены в (18). Выражение (23)

является поправкой второго порядка к потенциалу, со-
здаваемого первым цилиндром. В (23) опущены чисто
мнимые константы, имеющиеся в разложении (19).
Аналогичным образом ищется отклик второго тела

на внешнее поле (17). Разложения величин (z − zI)−n

по степеням z − zII следуют из (19), (20) при замене
ρ → −ρ. Отклик находим с помощью соответствий ти-
па (21), (22) с заменой индекса I на II. В результате
получаем

8
(2)
II (z) = β

{ ∞∑
n=0

d(2)
2n+1

(z − zII)2n+1
− i

∞∑
n=1

d(2)
2n

(z − zII)2n

}
, (27)

где

d(2)
2n+1 =

∞∑
m=0

M(II)
nmb(1)

2m+1, d(2)
2n =

∞∑
m=0

P(II)
nmb(1)

2m+1. (28)

Здесь b(1)
2n+1 определено в (17), выражения для M(II)

nm

и P(II)
nm следуют из (25) и (26) заменой индекса I на II.

В третьем приближении выражение (27) является
потенциалом внешнего поля для порвого цилиндра.
Используя разложения (19), (20) и соответствия (21),
(22), находим отклик первого тела

8
(3)
I (z) = β

{ ∞∑
n=0

b(3)
2n+1

(z − zI)2n+1
+ i

∞∑
n=1

b(3)
2n

(z − zI)2n

}
, (29)

где

b(3)
2n+1 =

∞∑
m=0

M(I)
nmd(2)

2m+1 +
∞∑

m=1

N(I)
nmd(2)

2m (n > 0), (30)

b(3)
2n =

∞∑
m=0

P(I)
nmd(2)

2m+1 +
∞∑

m=1

Q(I)
nmd(2)

2m (n > 1). (31)

Здесь матрицы M(I)
nm и P(I)

nm — те же, что и в (25), (26), а

N(I)
nm =

∞∑
k=0

(−1)m+k

ρ2m+2k+1

(2m+ 2k)!
(2m− 1)!(2k + 1)!

3
(I)
2k+1,2n+1

(n > 0, m > 1), (32)

Q(I)
nm =

∞∑
k=1

(−1)m+k

ρ2m+2k

(2m+ 2k − 1)!
(2m− 1)!(2k)!

3
(I)
2k,2n

(n > 1, m > 1). (33)

Аналогичным образом ищется поправка 8
(3)
II (z).

В следующих приближениях потенциал 8
(N)
I (z) вос-

производит форму (29) с соотношениями между коэф-
фициентами b(N)

n и d(N−1)
n вида (30)–(31) с теми же мат-

рицами M(I)
nm, N(I)

nm, P(I)
nm и Q(I)

nm. Аналогичные утверждения
справедливы и для 8

(N)
II (z).
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Комплексный потенциал задачи

Суммирование поправок всех порядков дает следую-
щее выражение для полного комплексного потенциала
вне цилиндров:

8(z) = β
{

z + 8I(z) + 8II(z)
}
, (34)

8I(z) =
∞∑

n=0

b2n+1

(z − zI)2n+1
+ i

∞∑
n=1

b2n

(z − zI)2n
, (35)

8II(z) =
∞∑

n=0

d2n+1

(z − zII)2n+1
− i

∞∑
n=1

d2n

(z − zII)2n
. (36)

Коэффициенты b2n+1, b2n, d2n+1 и d2n подчиняются
системе уравнений, которую запишем в „векторном“
виде,

xn −
∞∑

m=0

Ŝ(I)
nmym = x(1)

n , (37)

yn −
∞∑

m=0

Ŝ(II)
nmxm = y(1)

n ; (38)

xn =

(
b2n+1

b2n

)
, yn =

(
d2n+1

d2n

)
; (39)

Ŝ(a)
nm =

(
M(a)

nm N(a)
nm

P(a)
nm Q(a)

nm

)
, (40)

где индекс a принимает значение I или II.
Матрицы Mnm, Pnm и Nnm, Qnm даются выражения-

ми (25), (26) и (32), (33), причем они доопределены
следующим образом:

Nn0 = 0, P0n = 0, Q0n = Qn0 = 0, (41)

так как b0 = d0 = 0. Заметим также, что в силу равенств
b(1)
2n = d(1)

2n = 0 имеем

x(1)
n =

(
b(1)
2n+1

0

)
, y(1)

n =

(
d(1)
2n+1

0

)
(42)

с b(1)
2n+1 из (17) и d(1)

2n+1 из (18).
Решая уравнения (37) и (38) итерациями, для xn

получим следующее разложение по степеням матриц
Ŝ(I)

nm и Ŝ(II)
nm :

xn =
∑

m

{
δnm +

∑
l

Ŝ(I)
nl Ŝ(II)

lm

+
∑

j

∑
k

∑
l

Ŝ(I)
n j Ŝ

(II)
jk Ŝ(I)

kl Ŝ(II)
lm + . . .

}
x(1)

m

+
∑

m

{
Ŝ(I)

nm +
∑

k

∑
l

Ŝ(I)
nkŜ(II)

kl Ŝ(I)
lm + . . .

}
y(1)

m . (43)

Для yn получается разложение вида (43) с заменой
индексов I � II и величин x(1)

m � y(1)
m .

Случай, когда внешнее однородное поле приложено
вдоль оси y, так что

8
(0)

(z) = −iβz (44)

рассматривается аналогичным образом. В результате
получаем соответствующие величины и отмечаем их
черточкой сверху

8(z) = β
{−iz + 8I(z) + 8II(z)

}
, (45)

8I(z) = i
∞∑

n=0

b̄2n+1

(z − zI)2n+1
−

∞∑
n=1

b̄2n

(z − zI)2n
, (46)

8II(z) = i
∞∑

n=0

d̄2n+1

(z − zII)2n+1 +
∞∑

n=1

d̄2n

(z − zII)2n
. (47)

Систему уравнений, которой удовлетворяют коэф-
фициенты b̄2n+1, b̄2n, d̄2n+1 и d̄2n, также запишем в
векторном виде

x̄n +
∞∑

m=0

Ŝ
(I)

nm ȳm = x̄(1)
n , (48)

ȳn +
∞∑

m=0

Ŝ
(II)

nm x̄m = ȳ(1)
n . (49)

Величины x̄n, ȳn и Ŝ
(a)

nm определяются аналогично

формулам (39) и (40). Выражения для матриц M
(I)
nm

и N
(I)
nm следует из (25) и (32) заменой 3

(I)
2k+1,2n+1 на

3
(I)
2k+1,2n+1, а P

(I)
nm и Q

(I)
nm — из (26) и (33) заменой

3
(I)
2k,2n на 3

(I)
2k,2n. Аналогичным образом определяются

матрицы M
(II)
nm , N

(II)
nm , P

(II)
nm и Q

(II)
nm . В силу равенства (14)

из сравнения (48), (49) с (37), (38) находим

x̃n = −x̄n, ỹn = −ȳn, (50)

так что потенциал (34)–(36) и (45)–(47) удовлетворяют
соотношению (13).
Из асимптотики комплексных потенциалов (34)–(36)

и (45)–(47) находим главные значения 3xx и 3yy тензора
дипольной поляризуемости 3̂ для пары цилиндров

3xx = −1
2

(b1 + d1), 3yy = −1
2

(b̄1 + d̄1). (51)

Из (50) следует, в частности, что b̄1 = −b̃1

и d̄1 = −d̃1, так что из (51) находим 3yy = −3̃xx, что
согласуется с общим соотношением (14) при n = m = 0.
Формулой (43) и аналогичным выражением для yn

даются разложения для коэффициентов b2n+1, b2n, d2n+1,
d2n по степеням матриц Ŝ(I)

nm и Ŝ(II)
nm . Из (43) можно найти

и разложение по степеням 1/ρ. В частности, положив
в (43) n = 0, получим

b1 = 3
(I)
11 +

1
ρ2

3
(I)
113

(II)
11

+
1
ρ4

[
(3(I)

11)
23

(II)
11 − 33(I)

113
(II)
13 − 3

(II)
11 3

(I)
31

]
+ . . . .

(52)
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Выражение для d1 следует из (52) заменой индексов
I � II.
Для одинаковых (и одинаково ориентированных в

плоскости x, y) цилиндров уравнения (37), (38) несколь-
ко упрощаются. Так как при этом Ŝ(I)

nm = Ŝ(II)
nm = Ŝnm, то,

как видно из сравнения (43) с аналогичным разложе-
нием для yn, в этом случае yn = xn, т. е. d2n+1 = b2n+1

и d2n = b2n. Поэтому система (37), (38) сводится к
одному векторному уравнению

xn −
∞∑

m=0

Ŝnmxm = x(1)
n . (53)

Случай круговых цилиндров

Для цилиндра круговой формы радиуса R матрица
мультипольных поляризуемостей имеет диагональный
вид

3nm = Rn+m 1− h
1 + h

δnm, h =
ε(i )

ε(e) . (54)

В случае цилиндров одинакового радиуса, положив

b2n+1 = ξnR2δ, b2n = ζmR2δ; δ =
1− h
1 + h

, (55)

приведем уравнение (53) к виду

ζ n −
∞∑

m=0

Ŝnmζm = 1 · δn0, (56)

где

ζ n =
(
ξn

ζn

)
, 1 =

(
1
0

)
. (57)

Выражение для матрицы Ŝnm следует из (40) под-
становкой 3nm из (54); величина ζ0 = 0. Решая уравне-
ние (56) итерациями, получаем

ζ n =
{
δn0 + Ŝn0 +

∞∑
l=0

ŜnlŜl0 +
∞∑

k=0

∞∑
l=0

ŜnkŜklŜl0

+
∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ŝn j ŜjkŜklŜl0 + . . .

}
1. (58)

При n = 0 из (58) находим разложение коэффици-
ента ξ0 по степеням 1/ρ и тем самым разложение
поляризуемости 3xx

3xx = −ξ0R
2δ = −R2δ

{
1 +

(R
ρ

)2
δ +

(R
δ

)4
δ2

+
(R
ρ

)6
(2 + δ)δ2 +

(R
δ

)8
(1 + δ)(3 + δ)δ2 + . . .

}
.

(59)
Заметим, что к разложению (59) можно прийти более

простым, чем с помощью формулы (58), способом. Для

этого воспользуемся следующим приемом. При n = 0
из (56) имеем

ζ 0 − Ŝ00ζ 0 −
∞∑

m=1

Ŝ0mζm = 1. (60)

Соответственно при n 6= 0

ζ n = Ŝn0ζ 0 +
∞∑

m=1

Ŝnmζm. (61)

Решая уравнение (61) итерациями, получим

n 6= 0 : ζ n =
{

Ŝn0 +
∞∑

m=1

ŜnmŜm0

+
∞∑
l=1

∞∑
m=1

ŜnlŜlmŜm0 + . . .

}
ζ 0. (62)

Подстановка (62) в (60) дает{
1− Ŝ00 −

∞∑
m=1

Ŝ0mŜm0 −
∞∑
l=1

∞∑
m=1

Ŝ0l ŜlmŜm0 − . . .

}
ζ 0 = 1.

(63)
Отсюда получаем следующее разложение для ξ−1

0 по
степеням R/ρ:

ξ−1
0 = 1−

[(R
ρ

)2
δ + 2

(R
ρ

)6
δ2 + 3

(R
ρ

)8
δ2 + . . .

]
. (64)

Из (64) для 3xx = −ξ0R2δ следует разложение (59).
Поляризуемость пары круговых цилиндров может

быть найдена точно с помощью биполярных коорди-
нат (см., например, [7], где следует произвести замену
x � y)

3xx = −1
2

(1− h)(ρ2 − 4R2)
∞∑

n=1

n
1− th nµ0
h + thnµ0

, (65)

µ0 = ln
ρ +

√
ρ2 + 4R2

2R
. (66)

Разложение 3xx из (65) по степеням R/ρ с точностью
до (R/ρ)8 включительно приводит к выражению (59).

Приложение

В общем случае разложения типа (6), (7) имеют вид

8n(z) = zn +
∞∑

m=1

3nm + i0nm

zm
(П.1)

с вещественными константами 3nm и 0nm. Для неодно-
родного внешнего поля с комплексным потенциалом

82n+1(z) = z2n+1 (П.2)
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соответствующая напряженность обладает следующей
симметрией:

E0
x (−x, y) = E0

x (x, y), E0
y (−x, y) = −E0

y (x, y),

E0
x (x,−y) = E0

x (x, y), E0
y (x,−y) = −E0

y (x, y). (П.3)

Если тело симметрично относительно оси y, то
для полной напряженности имеем Ex(−x, y) = Ex(x, y).
Последнее возможно только при 32n+1,2m = 0 и
02n+1,2m+1 = 0, так что в этом случае комплексный
потенциал имеет вид

82n+1(z) = z2n+1 +
∞∑

m=0

32n+1,2m+1

z2m+1
+ i

∞∑
m=1

02n+1,2m

z2m
.

(П.4)
При этом соотношение Ey = (−x, y) = −Ey(x, y) вы-

полняется тождественно. Если же тело симметрично
относительно оси x, то Ex(x,−y) = Ex(x, y) и тогда

82n+1(z) = z2n+1 +
∞∑

m=1

32n+1,m

zm
. (П.5)

При этом Ey(x,−y) = −Ey(x, y). Наконец, если тело
симметрично как относительно оси x, так и y, то
комплексный потенциал имеет вид (6).
Для напряженности внешнего поля с комплексным

потенциалом
80

2n(z) = z2n (П.6)

имеем

E0
x (−x, y) = −E0

x (x, y), E0
y (−x, y) = E0

y (x, y),

E0
x (x,−y) = E0

x (x, y), E0
y (x,−y) = −E0

y (x, y). (П.7)

В случае тела, симметричного относительно оси y,
из (П.1) следует

82n(z) = z2n +
∞∑

m=1

32n,2m

z2m
+ i

∞∑
m=0

02n,2m+1

z2m+1
. (П.8)

Соответственно для тела, симметричного относитель-
но оси x, имеем

82n(z) = z2n +
∞∑

m=1

32n,m

zm
. (П.9)

При симметрии тела относительно обеих осей ком-
плексный потенциал имеет вид (7).
Аналогичным образом рассматривается потенциал

8n(z) = −i

{
zn −

∞∑
m=1

3nm− i0nm

zm

}
(П.10)

с действительными 3nm и 0nm. Для симметричного
относительно оси y тела имеем

82n+1(z) = −i

{
z2n+1 −

∞∑
m=0

32n+1,2m+1

z2m+1
+ i

∞∑
m=1

02n+1,2m

z2m

}
,

(П.11)

82n(z) = −i

{
z2n −

∞∑
m=1

32n,2m

z2m
+ i

∞∑
m=0

02n,2m+1

z2m+1

}
.

(П.12)
Соответственно для тела, симметричного относитель-

но оси x,

82n+1(z) = −i

{
z2n+1 −

∞∑
m=1

32n+1,m

zm

}
, (П.13)

82n(z) = −i

{
z2n −

∞∑
m=1

32n,m

zm

}
. (П.14)

Наконец, для тела, симметричного относительно
обеих осей, комплексный потенциал имеет вид (11)
или (12).
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