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Для изучения динамических и статистических особенностей траекторий диффузионных процессов
использовался вспомогательный процесс „дробного сноса“. Выведено уравнение для функции плотности
вероятностей случайного блуждания, применимое в субдиффузионном и в супердиффузионном случаях.
Найдено его решение, основанное на свойствах функций Миттаг–Леффлера.

Введение

Аномальная диффузия, чьей отличительной особенно-
стью является нелинейное нарастание среднего квадра-
тичного отклонения со временем, уже обнаружена в ши-
роком разнообразии физических процессов. Адекватным
аппаратом ее описания служат уравнения в дробных
производных. В этой работе затронут случай

〈X2(t)〉 ∼ tγ ,

являющийся характерным для большинства явлений
аномальной диффузии (например, хаотической динамике
гамильтоновых систем [1], движению частиц в плаз-
ме [2], турбулентной диффузии частиц [3], движению
заряженных частиц высокой энергии в кристалле [4];
см. также [5,6]). Такой характер зависимости тесно
связан с нарушением центральной предельной теоремы.
Вместо нее для аномальной диффузии справедлива обоб-
щенная центральная предельная теорема Леви–Гнеденко
на случай существования моментов не всех порядков.
Один из наиболее плодотворных методов описания

диффузионных явлений основывается на детальном ис-
следовании модельных процессов, чьи вероятностные
распределения являются точными решениями тех или
иных диффузионных уравнений. Наиболее ярким при-
мером здесь служит винеровский процесс, плотность
вероятностей которого подчиняется классическому урав-
нению диффузии.
При помощи некоторых сконструированных модель-

ных процессов ниже выведено общее асимптотичес-
кое уравнение вероятностного распределения случай-
ного блуждания, применимое как в субдиффузионном
(0 < γ < 1), так и в супердиффузионном (1 < γ < 2)
случаях, а также найдено его решение.

Кинематика диффундирующей частицы

Рассмотрим типичный процесс диффузии, аналогич-
ный диффузии молекул газа. Подробно обсудим одно-
мерный случай, имея в виду, что обобщение полученных
ниже результатов на диффузию в многомерном про-
странстве не составляет особых проблем.

Пусть {. . . , t0, t1, t2, . . . , tn, . . .} моменты „столкно-
вений“, между которыми частица летит с постоянной
скоростью, а в момент tk скорость скачком меняется
от vk до vk+1. Пусть также {τ1, τ2, . . .} интервалы
между столкновениями τk = tk − tk−1. Будем считать,
что в начальный момент t = 0 частица находилась
в начале координат (X(t = 0) = 0), а сам начальный
момент расположен между моментами столкновений t0
и t1 (t0 < 0, t1 > 0).
Будем интересоваться вероятностными свойствами

координаты X(t) диффундирующей частицы. Детальная
статистика X(t) определяется свойствами случайных
интервалов времени {t1, τ2, . . . , τn, . . .} и скоростей
{v1, v2, . . . , vn, . . .} между столкновениями. Мы же
исследуем асимптотические „макроскопические“ свой-
ства X(t) на временах t � 〈τ 〉, где 〈τ 〉 = 〈τk〉 — среднее
время между столкновениями, играющее роль „микро-
скопического“ масштаба задачи.
Чтобы упростить дальнейший анализ макроскопиче-

ских свойств процесса диффузии, будем считать, что
процесс измерения координаты X(t) также макроско-
пичен и состоит в следующем: за координату частицы
в текущий момент времени t примем ее координату
в момент последнего столкновения tn, и в качестве
значения X(t) возьмем координату частицы X(tn) в мо-
мент столкновения. При этом измеренная координата
частицы, отнесенная к текущему моменту t, задается
выражением

X−(t) = X(tN) =



v1t1, t1 > t,

v1t1 +
N∑

k=2
vkτk, t1 < t.

Здесь N = N(t) — число столкновений в интерва-
ле [0, t]. Индекс „−“ отражает указанную выше проце-
дуру измерения координаты диффундирующей частицы.
В дальнейшем ключевую роль будет играть обратная
к n = N(t) функция времени до n-го скачка

t = T(n) =




0 n = 0,

t1, n = 1,

t1 +
N∑

k=2
τk, n ≥ 2.
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Между функциями n = N(t) и t = T(n) имеется оче-
видная связь

N(t) ≥ n ⇐⇒ T(n) < t. (1)

Статистика диффундирующей частицы

Будем интересоваться характеристической функцией
процесса X(t)

2−(u; t) =
〈
eiuX−(t)〉. (2)

Угловые скобки означают статистическое усредне-
ние по ансамблю случайных моментов столкновений
и скоростей частицы между столкновениями. Запишем
среднее (2) в более удобной для анализа форме. Для
этого используем разложение единичной функции

χ(z) =
∞∑

n=0

5n(z), (3)

где

5n(z) = χ(z−n)−χ(z−n−1), χ(z) =

{
1, z ≥ 0,

0, z < 0.
(4)

С помощью разложения (3) среднее (2) перепишется
в виде

2−(u; t) =
∞∑

n=0

〈
eiuX(n)5n

(
N(t)

)〉
. (5)

Сюда вошла еще одна функция целочисленного аргу-
мента

X(n) =



v1t1, n = 1,

v1t1 +
n∑

k=1
vktk, n ≥ 2.

Обсудим подробнее n-ое слагаемое суммы (5) (при
n ≥ 1). С учетом (4) оно может быть записано в виде〈

eiuX(n)5n

(
N(t)

)〉
=

〈
eiuX(n)χ

(
N(t) − n

)〉
− 〈

eiuX(n)χ
(
N(t) − n− 1

)〉
. (6)

Пользуясь эквивалентностью неравенств (1), перей-
дем от (6) к соотношению〈

eiuX(n)5n

(
N(t)

)〉
=

〈
eiuX(n)χ

(
t − T(n)

)〉
− 〈

eiuX(n)χ
(
t − T(n + 1)

)〉
. (7)

Применим к обеим частям равенства (5) преобразова-
ние Лапласа

2̂−(u; s) =

∞∫
0

e−st2−(u; t) dt.

С учетом (7) функция запишется в виде

2̂−(u; s) =
1
2

∞∑
n=0

[〈
eiuX(n)−sT(n)〉− 〈

eiuX(n)−sT(n+1)〉]. (8)

Независимые столкновения

Пусть скорости частицы между столкновениями ста-
тистически независимы и имеют одинаковое распре-
деление w(v). Аналогично будем считать независимы-
ми и случайные интервалы {t1, τ2, . . . , τn, . . .}. Причем
распределение времени t1 от начала наблюдения до
первого столкновения равно f +(τ ), а распределения
интервалов τk одинаковы и равны f (τ ). Тогда средние
в (8) расщепляются на произведение средних, а функция
2̂−(u; s) окажется равной

2̂−(u; s) =
1
s

[
1− f̂ +(s) +

g(u, s)[1 − f̂ (s)]
1− g(u, s)

]
. (9)

Здесь использованы обозначения

g+(u, s) =
〈
ŵ(ut1)e

−st1
〉
,

g(u, s) =
〈
ŵ(uτ )e−st

〉
,

g+(u) = g+(u, 0) =
〈
ŵ(ut1)

〉
,

g(u) = g(u, 0)
〈
ŵ(uτ )

〉
. (10)

Угловые скобки в (9) и (10) означают усреднение по
статистике интервалов t1 и τ = τk, а ŵ(z) — характери-
стическая функция скорости движения частицы

ŵ(z) =

∞∫
−∞

w(v)eivz dv,

f̂ (s), f̂ +(s) — лаплас-образы распределений f (τ )
и f +(τ ).
Например

f̂ (s) = g(0, s) = 〈e−sτ 〉 =

∞∫
0

f (τ )e−sτ dτ .

В дальнейшем полезным будет другое соотношение,
родственное (9). Положив в (9) g+ = g, f̂ + = f̂ , полу-
чим формулу

2̂−(u; s) =
1
s

1− f̂ (s)
1− g(u; s)

. (11)

Она соответствует ситуации, когда в качестве на-
чального момента времени берут момент столкновения
(t0 = 0).

Асимптотические законы диффузии

Ограничимся пока детальным анализом статистиче-
ских следствий простейшего из приведенных выше со-
отношений, а именно выражения (11). Отметим, во-
первых, что (11) согласуется с условием нормировки

∞∫
−∞

W(x; t) dx = 1. (12)
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Здесь W(x; t) — искомое вероятностное распреде-
ление координаты диффундирующей частицы, равное
обратному преобразованию Фурье и Лапласа от функ-
ции 2̂(u; s). Заметив, что g(0, s) = f̂ (s), из (11) имеем
2̂(0; s) = 1/s — лаплас-образ единицы. Это как раз
и означает, что (11) согласуется с условием нормиров-
ки (12).
Аналогично, лаплас-образ среднего квадрата диффун-

дирующей частицы получим по формуле

X̂2
−(s) =

∞∫
−∞

〈
X2
−(t)

〉
e−st dt = −∂22̂(u; s)

∂u2

∣∣∣∣
u=0

. (13)

Вычислим этот лаплас-образ, подставив в (11) пер-
вые слагаемые разложения функции в ряд Тейлора
в окрестности u = 0, полагая для простоты, что 〈v〉 = 0,
а 〈v2〉 = σ 2. В этом случае имеем

g(u, s) = f̂ (s) − σ 2

2
u2 f̂ ′′(s) + . . . , (14)

где штрихи означают производные по s.
Подставив (14) в (11), а затем (11) в (13), для лаплас-

образа среднего квадрата имеем

X̂2
−(s) =

σ 2

sϕ(s)
, ϕ(s) =

1− f̂ (s)
f̂ ′′(s)

. (15)

Мы интересуемся асимптотическим поведением сред-
него квадрата 〈X2(t)〉 при t → ∞. Она определяется
асимптотикой лаплас-образа (15) при s → 0. Поэтому
подробно исследуем указанную асимптотику выраже-
ния (15). Обсудим вначале стандартную ситуацию, когда
распределение f (τ ) настолько быстро стремится к нулю
при t → ∞, что ограничены первые два момента интер-
валов между столкновениями

〈τ 〉 < ∞, 〈τ 2〉 < ∞. (16)

В этом случае справедливо разложение

f̂ (s) = 1− 〈τ 〉 s +
1
2
〈τ 2〉 s2

+ . . . =⇒ f̂ ′′(s) = 〈τ 2〉 + . . . . (17)

Подставив (17) в (15), будем иметь

X̂2
−(s) ∼ σ 2 〈τ 2〉

〈τ 〉
1
s2

, s → 0. (18)

Пользуясь табличной формулой преобразования Ла-
пласа

1
sγ

⇐⇒ tγ−1

0(γ)
, (19)

из (18) имеем стандартный линейный закон диффузии

〈
X2
−(t)

〉 ∼ Dt, t → ∞, D = σ 2 〈τ 2〉
〈τ 〉 . (20)

Интересующая нас аномальная супердиффузия возни-
кает, если нарушается одно или оба неравенства (16).
Это происходит, если распределение интервалов между
столкновениями имеет степенную асимптотику

f (τ ) ∼ κβτ −β−1, τ → ∞, 0 < β ≤ 2.

Здесь κ имеет размерность времени. Рассмотрим по от-
дельности случаи 0 < β < 1 и 1 < β < 2 (случаи β = 1
и β = 2, содержащие логарифмические поправки, тре-
буют отдельного анализа). В первом случае требуемая
асимптотика такова

f̂ (s) ∼ 1− κβ
0(1− β)

β
sβ, s → 0, 0 < β < 1. (21)

При этом

f̂ ′′(s) ∼ κβ0(2− β)sβ−2, s → 0, 0 < β < 1. (22)

Подставив (21), (22) в (15), имеем

X̂2
−(s) ∼ σ 2β(1− β)

1
s3

, s → 0, 0 < β < 1.

Найдя обратное преобразование Лапласа от этой
асимптотики с помощью табличной формулы (19), по-
лучим

〈X2
−(t)〉 ∼ σ 2 β(1− β)

2
t2, t → ∞, 0 < β < 1. (23)

Физический смысл полученного результата понятен.
В случае 0 < β < 1 столкновения настолько редки, что
частица как бы не испытывает столкновений и движется
равномерно

X(t) ∼ vt, 〈X2(t)〉 ∼ σ 2t2.

Обсудим теперь случай 1 < β < 2. В этом случае
справедлива асимптотика

f̂ (s) ∼ 1− 〈τ 〉 s + κβ
0(2− β)
β(β − 1)

sβ ,

s → 0, 1 < β < 2. (24)

Здесь асимптотика f̂ ′′ также описывается форму-
лой (22). Подставив (24), (22) в (15), получим

X̂2
−(s) ∼ σ 2 κβ

〈τ 〉 0(2− β)
1

s4−β
, s → 0, 1 < β < 2.

Пользуясь табличной формулой (19), получим окон-
чательно

〈X2
−(t)〉 ∼ σ 2 κβ

〈τ 〉
0(2− β)
0(4− β)

t3−β .

Таким образом, при 1 < β < 2 средний квадрат коор-
динаты частицы подчиняется супердиффузионному зако-
ну

〈X2
−(t)〉 ∼ tγ , γ = 3− β.

Как и следовало ожидать, при β = 1 он переходит
в бесстолкновительный закон (23), а при β = 2 —
в закон линейной диффузии (20).
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Дробное диффузионное уравнение

Получим уравнения относительно W(x; t). Для чего
в (11) подставим разложения (14), (22), а также (21)
или (24) для 0 < β < 1 или 1 < β < 2 соответственно.
В первом случае получим

s22̂−(u; s) + Du22̂−(u; s) = s,

D =
β(1− β)

2
σ 2, 0 < β < 1.

Применив к данному равенству обратные преобразо-
вания Фурье и Лапласа, придем к искомому уравнению

∂2W(x; t)
∂t2

= D
∂2W(x; t)

∂x2 + δ′(t)δ(x).

Его решение находится, как обратное фурье-лаплас-
преобразование функции

2̂−(u; s) =
s

s2 + Du2
⇐⇒ W(x; t)

=
1
2

[
δ
(
x −

√
Dt

)
+ δ

(
x +

√
Dt

)]
.

Во втором случае (1 < β < 2) равенство (11) приво-
дит к асимптотическому уравнению

sγ 2̂−(u; s) +
σ 2

2δ
u22̂−(u; s) = sγ−1,

δ =
〈τ 〉

κ3−γ0(γ − 1)
, γ = 3− β.

Отсюда

∂γW(x; t)
∂tγ

=
σ 2

2δ
∂2W(x; t)

∂x2
+

t−γ

0(1− γ)
χ(t)δ(x).

Это уравнение подбором масштабов времени и коор-
динаты t̃ = t/δ1/γ , x̃ = x · √2/σ с заменой β на γ = 3− β

сводится к следующему уравнению:

∂γW̃(x̃; t̃)
∂ t̃γ

=
∂2W̃(x̃; t̃)

∂ x̃2
+

t̃−γ

0(1− γ)
χ(t̃)δ(x̃), (25)

которое будем называть дробно-диффузионным.

Процесс дробного сноса

Перед тем как решить полученное в предыдущем
разделе уравнение дробной диффузии, полезно обсудить
свойства процесса дробного сноса. Но вначале введем
β-устойчивое время t(%) с устойчивым материнским
распределением f β(t)

t(%) = lim
n→∞

b%nc∑
k=1

T(1/n)
k .

Здесь T(1/n)
k — безгранично делимые неотрицательные

случайные величины, лаплас-образы плотностей вероят-
ностей которых равны f̂ 1/n(s), где f̂ (s) = exp[−sβ ] —
материнский лаплас-образ (0 < β < 1). В силу устой-
чивости f β(t) плотность вероятностей случайной функ-
ции t(%) равна

f β(t; %) =
1

%1/β
f β

(
t

%1/β

)
. (26)

Рассмотрим функцию %(t), обратную по отношению
к t(%). Пусть известна плотность вероятностей f (t; %)
значений функции t(%), а требуется определить плот-
ность вероятностей Q(%; t) значений обратной функ-
ции %(t). Найдем связь между ними, опираясь на эквива-
лентность неравенств

t(%) < t ⇐⇒ %(t) ≥ %.

На вероятностном языке то же можно записать

F(t; %) = P
(
t(%) < t

)
= P

(
%(t) ≥ %

)
=

∞∫
%

Q(%′; t) d%′.

Отсюда находим требуемое соотношение между плот-
ностями вероятностей случайных процессов t(%) и %(t)

Q(%; t) = −∂F(t; %)
∂%

= − ∂

∂%

t∫
−∞

f (t′; %) dt′. (27)

Подставив распределение (26) в (27), найдем плот-
ность вероятности обратной функции %(t)

Qβ(%; t) =
1
tβ

Qβ

(
%

tβ

)
,

Qβ(%) =
1

β%1+1/β
f β

(
1

%1/β

)
. (28)

Из определения Qβ(%) и из вида лаплас-образа рас-
пределения f β(t) следует, что

exp(−%sβ) = β

∞∫
0

e−st %

tβ+1
Qβ

(
%

tβ

)
dt. (29)

Пусть величина R имеет распределение Qβ(%). Най-
дем моменты R, умножив (29) на %ν−1 и проинтегриро-
вав по % от 0 до ∞. В итоге получим

0(ν)
sνβ

= β〈Rν〉
∞∫
0

e−sttνβ−1 dt = β〈Rν〉 0(νβ)
sνβ

.

Отсюда имеем окончательно

〈Rν〉 =

∞∫
0

%νQβ(%) d% =
0(ν)

β0(νβ)
=

0(ν + 1)
0(νβ + 1)

.
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Следовательно, разложение лаплас-образа распределе-
ния Qβ(τ ) в ряд Тейлора имеет вид

Q̂β(s) = 〈e−sR〉 =
∞∑

n=0

(−1)n

0(nβ + 1)
sn = Eβ(−s). (30)

Сюда вошла функция Миттаг–Леффлера Eβ(z), равная
по определению

Eβ(z) =
∞∑

n=0

zn

0(nβ + 1)
.

Можно показать [6–8], что функция Eβ

(−(t/τ )β
)
яв-

ляется решением уравнения

dβ8(t)
dtβ

+ τ −β8(t) =
t−β

0(1− β)
χ(t), 0 < β < 1. (31)

Это уравнение является дробным обобщением обык-
новенного дифференциального уравнения

d8(t)
dt

= − 1
τ
8(t),

решением которого служит экспонента e−t/τ =
= E1(−t/τ ).

Из (28) и (30) видно, что лаплас-образ по % распреде-
ления Q(%; t) равен

Q(%; t) =
〈
e−γ%(t)〉 = Eβ(−γtβ). (32)

Рассмотрим случайный процесс X(t) = %(t) с плотно-
стью вероятностей

W(x; t) =
1
tβ

Qβ

(
%

tβ

)
. (33)

Назовем его дробным сносом. Его характеристическая
функция, согласно (32) равна

2(u; t) =
〈
eiu%(t)〉 = Eβ(iutβ).

Из (31) следует, что она подчиняется уравнению

∂β2

∂tβ
= iu2 +

t−β

0(1− β)
χ(t). (34)

С помощью процесса дробного сноса удается найти
плотность вероятностей дробно-диффузионного процес-
са X(t) = V

(
%(t)

)
. Здесь V(%) — винеровский про-

цесс (〈V2(%)〉 = 2%). Очевидно, что искомая плотность
вероятностей подчиняется уравнению дробной диффу-
зии (25), а характеристическая функция — уравнению

dβ2

dtβ
+ u22 =

t−β

0(1− β)
χ(t).

Решим его, опираясь на характеристическую функцию
дробного сноса. Разобьем его на четную и нечетную
составляющие

2 = 2even + 2odd

и подставим в (34). Это дает два уравнения

dβ2even

dtβ
= iu2odd +

t−β

0(1− β)
χ(t),

dβ2odd

dtβ
= iu2even.

Подействовав на первое из них производной поряд-
ка β по t и исключив нечетную компоненту, перейдем
к замкнутому уравнению относительно 2even(u; t)

∂2β2even

∂t2β
+ u22even =

t−2β

0(1− 2β)
χ(t).

Соответственно четная компонента плотности вероят-
ностей дробного сноса

Weven(x; t) =
1
2

[
W(x; t) + W(−x; t)

]
=

1
2

W(|x|; t) (35)

подчиняется уравнению

∂2βWeven

∂t2β
=

∂2Weven

∂x2
+

t−2β

0(1− 2β)
χ(t)δ(x),

которое сводится к (25) заменой β 7→ γ/2. Таким обра-
зом, согласно (35), (33), решение уравнения дробной
диффузии (25) можно записать в виде

W(x; t) =
1

2tγ/2
Qγ/2

( |x|
tγ/2

)
.

Распределение Qγ/2(z) найдем обратным преобразо-
ванием Фурье от Eγ/2(iu), (1 < γ < 2). Из свойств
функции Миттаг–Леффлера, следует, что

Qγ/2(z) =
2
πγ

Re

∞∫
0

exp(ixz + x2/γe−iπ/γ) dx.

Последние два равенства задают плотность вероятно-
стей супердиффузии. Для наглядности приведем графики
Qβ(z) при разных β (см. рисунок).

Графики распределений Qβ(z) для значений β = 0.65−0.95.
Они экспоненциально спадают с ростом z, обеспечивая огра-
ниченность моментов 〈Rν〉.
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Заключение

Выше был описан типичный диффузионный процесс
случайного блуждания частицы с постоянной скоростью
между столкновениями. Основываясь на асимптотиче-
ских свойствах его характеристической функции, были
получены статистические характеристики данного про-
цесса, а также выведены макроскопические уравнения,
описывающие его кинетику. При помощи сконструи-
рованного процесса „дробного сноса“ найдено реше-
ние уравнения дробной диффузии, выражающееся через
функции Миттаг–Леффлера.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
„Научные школы России“ (№ 00-15-96619).
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