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Закон сопротивления для турбулентного течения Тэйлора–Куэтта
при очень больших числах Рейнольдса
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Предложены новые выражения для закона сопротивления и безразмерного момента сил для турбулентного
течения Тэйлора–Куэтта, исходя из обобщенной модели локального баланса турбулентной энергии. Эти
формулы содержат единственную постоянную — постоянную Кармана в случае предельно больших чисел
Рейнольдса.

Вплоть до настоящего времени ни одна из моделей
турбулентности не была выведена с достаточной стро-
гостью из исходных уравнений Навье-Стокса. Поэтому
большое значение имеет сравнение полуэмпирических
моделей турбулентности с экспериментами. Течение
Тэйлора–Куэтта между двумя вращающимися коаксиаль-
ными цилиндрами является одним из таких наиболее
удобных типов течений для сравнения. Мы ограничимся
здесь случаем, когда вращается только внутренний ци-
линдр, а внешний покоится.
Основными параметрами этого течения являются

число Рейнольдса Re = �a(b − a)/ν , безразмерный
момент сил, действующий на внутренний цилиндр:
G = T/(ρν2L), � — угловая скорость вращения вну-
треннего цилиндра, T — момент сил, ρ — плотность
жидкости, ν — коэффициент молекулярной кинематиче-
ской вязкости, L — длина каждого из цилиндров, a —
радиус внутреннего цилиндра, b — радиус внешнего
цилиндра.
В [1] показано, что G ∝ Reα с α = 5/3, предложенной

в [2,3], не согласуется с их экспериментальными дан-
ными. Согласие было достигнуто путем использования
закона сопротивления типа Прандтля–Кармана
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где f = G/Re2, константы c1, c2 связаны с константами
Прандтля–Кармана.
Этот закон был выведен сшиванием логарифмических

профилей скорости посредине цилиндрического канала.
Авторы [4] предположили, что Uw/U ∝ Reξ , где Uw —
скорость трения на поверхности внутреннего цилиндра,
U — линейная скорость вращения внутреннего цилин-
дра U = a�, ξ = −0.051 — эмпирический параметр,
полученный из экспериментов [1], и G получено подгон-
кой к тем же экспериментам [1]. В результате получено
выражение

G = c′
1Re

3/2+5ξ/2 + c2Re
2+3ξ , (2)

где c′
1 = 10.5 и c′

2 = 0.196.

Здесь мы покажем, что всем попыткам поиска степен-
ных законов для момента сил будут препятствовать ло-
гарифмические поправки ln(Re). В [5] был получен закон
сопротивления типа Прандтля–Кармана, выведенный из
обобщенной модели локального баланса

4πqu∗inκ
−1(q4 − 1)−1J0 + u∗inqκ

−1 ln[CU∗
in(b − a)]

+ u∗putκ
−1 ln[Cu∗out(b − a)/ν ] = V2 + V1q, (3)

где Re = V1(b − a)/ν ; q = b/a, a и b — радиусы
цилиндров; u∗in и u∗out — скорости трения на поверности
цилиндров; κ = 0.4 и C = 9.5 — константы Прандтля–
Кармана логарифмического профиля средней скорости;
V1 и V2 — линейные скорости цилиндров, вращающихся
в противоположных направлениях (или один из них
покоится, мы полагаем здесь V2 = 0),

J0 =

q∫
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dx
{

x csc
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]

− (q4−1)(4π)−1(x−1)−1−(q4−1)(4π)−1q−2(q−x)−1
}
.

Используя известное соотношение для турбулентного
течения Тэйлора–Куэтта u∗outb = u∗ina и вводя без-
размерную скорость трения z = u∗in/V1, мы получим
алгебраическое уравнение для определения z = z(Re)

4qπκ−1(q4 − 1)−1J0 + qκ−1 ln(CRez)

+ κ−1q−1 ln(CRez/q) = q/z. (4)

Анализ показывает, что z → 0, если Re → ∞, тогда
мы можем получить асимптотическое выражение для
z = z(Re). Во-первых, опустим аддитивные постоянные.
После очевидных преобразований мы получим

κ−1(q + q−1) ln Re + κ−1(q + q−1) ln(z) = q/z. (5)

Во-вторых, мы пренебрежем вторым членом в левой
части (5). Тогда мы получим

z =
κq

(q + q−1) ln Re
. (6)

139



140 А.М. Балонишников

Зависимость экспериментального [1] и теоретического мо-
мента сил G от числа Рейнольдса (внутренний цилиндр
вращается, внешний цилиндр покоится), отношение радиусов
q−1 = η = 0.724

Re Gexp Gtheory G∞

104 5.0 · 106 5.4 · 106 3.5 · 106
105 3.0 · 108 3.3 · 108 2.3 · 108
106 1.5 · 1010 2.2 · 1010 1.6 · 1010

Теперь очевидно, что второе пренебрежение справед-
ливо, так как

lim
Re→∞

ln ln Re
lnRe

= 0. (7)

Первое пренебрежение также справедливо. Таким об-
разом, мы имеем

z =
κq2

(1 + q2) lnRe
. (8)

Мы знаем [5], что коэффициент сопротивления
c f = 2πz2(q − 1)−2, G = c f Re

2. Окончательным
результатом будут выражения при Re → ∞
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2πκ2q4

(q2 + 1)2(q− 1)2(ln Re)2
, (9)
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(q2 + 1)2(q − 1)2

(
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)2

. (10)

Эти формулы содержат единственную эмпирическую
постоянную Кармана κ = 0.4, что вместе с логариф-
мическим множителем (ln Re)−2 отличает эти формулы
от прежних подходов. В таблице мы представлили
теоретическую зависимость g∞ (выражение (10)), GB

(уравнение (4)) и соответствующие экспериментальные
значения Gexp [1]. Видно определенное согласие между
эмпирической и теоретическими зависимостями
Ясно, что Re = 106 недостаточно велико, чтобы

заменить уравнение (3) его аппроксимацией (10). Но
нужно иметь в виду, что уравнение (10) является лишь
следствием модели турбулентности. Мы полагаем, что
нужны дополнительные усилия, чтобы заполнить пробел
между прямым численным моделированием уравнений
Навье–Стокса и каскадными моделями турбулентности,
использованных в [1] для сравнения с эксперименталь-
ными данными.
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