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В рамках диффузионной модели кинетического уравнения для пучка электронов, падающих по нормали
на мишень, получены аналитические формулы для распределений выделенной энергии и инжектированного
заряда. При этом в теорию не вводятя эмпирические подгоночные параметры. Вычисленные распределения
выделенной энергии для плоского направленного источника электронов в бесконечной среде для C, Al, Sn
и Pb хорошо согласуются с данными Спенсера, полученными на основе точного решения кинетического
уравнения Бете, которое является исходным и в предположении диффузионной модели.

Введение

В работе [1] показано, что на основе диффузионно-
го приближения кинетического уравнения можно по-
строить модель обратного рассеяния и проникновения
пучка электронов, падающего на мишень. При этом в
отличие от исходной диффузионной модели Бете [2] и
построенных на ее основе полуэмпирических моделей [3]
в теорию не требуется вводить какие-либо подгоноч-
ные параметры, чтобы получить приемлемое соответ-
ствие вычисленных коэффициентов обратного рассеяния
с экспериментальными данными по обратному рассея-
нию электронов. Наряду с другими известными анали-
тическими способами упрощения кинетического уравне-
ния [4] диффузионная модель, построенная без введе-
ния в теорию эмпирических подгоночных параметров
и доведенная до конечных аналитических выражений
для обратного рассеяния и проникновения, дополняет
аналитическими методами имеющиеся в настоящее вре-
мя пакеты программ для численных расчетов методом
Монте-Карло (программа ETRAN [5]) или численных
расчетов с применением полуэмпирических алгоритмов
(программа EDMULT [6]). Предложенная в [1] модель
является математически замкнутым диффузионным при-
ближением кинетического уравнения, поэтому хорошее
соответствие вычисленных коэффициентов обратного
рассеяния с измеренными в эксперименте дает основание
надеяться, что при вычислении распределений выделен-
ной энергии и инжектированного заряда также не по-
требуется вводить в теорию эмпирических подгоночных
параметров.

Основные положения диффузионной
модели кинетического уравнения

Кинетическое уравнение Бете, записанное для плот-
ности электронов f (r,Ω,t) в пространстве координат r
и направлений движения Ω в момент времени t, одно-
значно связанный с пройденным путем s, в обозначениях

Бете имеет вид [2]

∂ f
∂s

=
∂ f
v∂t

=−Ω · ∇ f +

∫
dΩ′Nσ(v,Ω′ ·Ω)

× [ f (r,Ω, t)− f (r,Ω, t)], (1)

где v — скорость электронов, s — путь по траектории,
N — число атомов в единице объема, σ — дифферен-
циальное сечение рассеяния.

В задачу о падающем на мишень пучке электронов
следует добавить источник на поверхности мишени,
испускающий электроны вдоль оси z, направленной по
внутренней нормали к поверхности n,

S(r,Ω, s) = S0δ(x)δ(y)δ(z)δ(n −Ω)δ(s), (2)

где S0 — интенсивность источника — число электронов,
испускаемых в единицу времени.

Проникая в мишень, пучок рассеивается и постепен-
но изотропизируется. Когда анизотропия электронов по
направлениям движения становится малой, применяется
диффузионное приближение, в котором при разложении
f (r,Ω, t) по полиномам Лежандра можно ограничиться
двумя первыми слагаемыми,

f (r,Ω, s) =
1

4π
( f (r, s) + 3Ω · J(r, s)) , (3)

где

F(r, s) =

∫
f (r,Ω, s)dΩ

— плотность электронов,

J(r, s) =

∫
Ω f (r,Ω, s)dΩ

— вектор плотности потока электронов.
В результате кинетическое уравнение (1) сводится

к уравнению диффузии

∂F
∂s

= −
λ(s)

3
∆F (4)
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и уравнению для диффузионного потока

J = −
λ(s)

3
∇F. (5)

Здесь λ — транспортная длина, определяемая интегра-
лом

1
λ(s)

= 2π

π∫
0

sin(Θ)dΘ(1− cos(Θ))Nσ(Θ, v(s)), (6)

где Θ — угол рассеяния.
На границе отсутствует поток из свободного простран-

ства внутрь мишени, кроме падающего потока (2), т. е.

f (r,Ω, s) = 0, Ω · n > 0, s > 0. (7)

Условие (7) невозможно выполнить в диффузионном
приближении (4), однако можно потребовать его вы-
полнения в среднем по направлениям внутрь мишени.
Подставив (4) и (5) в (3) и усреднив по углам поток
электронов внутрь мишени, получим граничное условие

F(x, y, 0, s) =
2λ
3

∂F
∂z

(x, y, 0, s). (8)

Таким образом, основные положения диффузионной
модели формулируются следующим образом.

I. Кинетическое уравнение (1) заменяется уравнения-
ми (4) и (5), и это означает, что в основе модели лежит
диффузионное приближение.

II. Падающий поток (2) заменяется изотропным ис-
точником, который помещается на глубине полной диф-
фузии zd и испускает электроны с энергией E0, но
с уменьшенным на величину zd начальным пробегом.

III. На границе со свободным пространством наклады-
вается дополнительное условие (7), требующее отсут-
ствия диффузионного потока в мишень из свободного
пространства.

Аналитическое решение задачи
о падающем на полубесконечную
мишень пучке электронов

В приближении непрерывного замедления, в котором
записано исходное кинетическое уравнение (1), путь
электрона в мишени получается интегрированием обрат-
ной величины средних потерь энергии электрона на
единице пути

s(E0,E) =

E0∫
E

dE
〈ε(E)〉

. (9)

По определению,

〈ε(E)〉 =

εmax∫
0

εwinel.(E, ε)dε, (10)

где winel.(E, ε) — число столкновений электрона на
единице пути с потерей энергии ε; εmax — максимальная
потеря энергии.

В качестве глубины полной диффузии примем сред-
нее смещение остановившихся электронов, испускаемых
плоским источником, погруженным в бесконечную рас-
сеивающую среду, по нормали к плоскости источника.
Формула для среднего смещения таких электронов в за-
висимости от величины остаточного пробега получена
Льюисом [7] и имеет вид

〈z(r )〉 =
R0

d + 1

(
1− r d+1

)
,

где R0 = s(E0, 0) — начальный пробег падающих на
мишень электронов; r = R(E)/R0 — остаточный пробег;
d = R0/λ.

Воспользовавшись этим выражением, получим поло-
жение изотропного источника, заменившего падающий
поток — глубину полной диффузии,

zd ≡ 〈z(r = 0)〉 =
R0

d + 1
. (11)

В соответствии с положением II диффузионной модели
путь ξ , пройденный диффундирующими электронами,
связан с полным путем, пройденным электронами от
точки входа в мишень, вычисленным по формуле (9),
соотношением

ζ =
R0 − zd

R0
s(E0, E).

Таким образом, математическая формулировка диффу-
зионной модели задачи (1), (2) с падающим потоком
электронов единичной интенсивности имеет вид уравне-
ния диффузии с δ-образным источником

∂F
∂ζ

= −
λ(ζ )

3
∆F + δ(x)δ(y)δ(z − zd)δ(ζ ) (12)

и граничным условием

1
2

F(x, y, 0, ζ ) =
λ(ζ )

3
∂F
∂z

(x, y, 0, ζ ). (13)

Задача (12), (13) может быть решена численно стан-
дартными методами. Для аналитического решения задачи
введем новую переменную — ”возраст” электронов

τ (ζ ) =
1
3

ζ∫
0

λ(ζ )dζ (14)

и усредним коэффициент диффузии в граничном усло-
вии (13). После этого уравнение диффузии (12) и усло-
вие на границе (13) примут вид

∂F
∂τ

= ∆F + δ(x)δ(y)δ(z − zd)δ(τ ), (15)

F(x, y, 0, τ ) =
2
3
〈λ〉

∂F
∂z

(x, y, 0, τ ) (16)
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и будут иметь постоянные коэффициенты. Здесь 〈λ〉 —
усредненная по возрасту электронов транспортная длина

〈λ〉 =
1
τ0

τ0∫
0

λ(τ )dτ,

где τ0 — возраст остановившихся электронов, вычислен-
ный по формуле (14) с верхним пределом интеграла,
равным R0 − zd.

Решение задачи (15), (16) дает плотность электронов
с возрастом τ и имеет вид

F(x, y, z, τ ) =

{
1

2
√
πτ

[
exp

(
−

(z− zd)2

4τ

)

+ exp

(
−

(z + zd)2

4τ

)]
− a exp(a2τ + a(z + zd))

× erfc

(
a
√
τ +

z + zd

2
√
τ

)}(
1

2
√
πτ

)2

exp

(
−

x2 + y2

4τ

)
,

(17)
где введено обозначение a = 2〈λ〉/3.

Плотность остановившихся электронов, вычисленная
по формуле (17) и умноженная на заряд электрона,
представляет собой распределение в мишени инжекти-
рованного заряда при единичной интенсивности пада-
ющего пучка электронов. При интенсивности пучка S0

электронов в секунду получим распределение плотности
инжектированного за единицу времени заряда

dQ(x, y, z)

dV
= S0eF(x, y, z, τ0), (18)

где e — заряд электрона, dV — элемент объема.
Коэффициент обратного рассеяния можно получить,

вычтя из единицы проинтегрированную по объему мише-
ни плотность остановившихся электронов, вычисленную
по (17) для остановившихся электронов. Полученная
таким образом формула для коэффициента обратного
рассеяния имеет вид

b = erfc

[
zd

2
√
τ0

]
−exp(a2τ0 +azd) erfc

(
a
√
τ0 +

zd

2
√
τ0

)
.

(19)
Вычислим теперь плотность энергии, выделенной

электронным пучком в мишени (кратко — плотность
энерговыделения, которую обозначим dW(x, y, z)/dV).
По определению, плотность энерговыделения равна
энергии, теряемой всеми электронами в единице объема
за 1 s поэтому

dW
dV

=

E0∫
0

F(x, y, z, E)ξ(E)dE, (20)

где F(x, y, z, E)dE — чиcло электронов с энерги-
ей в интервале dE вблизи E в единице объема;
ξ(E) = |dE/dt| — средняя энергия, теряемая электро-
ном с энергией E за 1 s.

Учитывая, что

F(x, y, z, E)dE = F(x, y, z, t(E))dt,

получим вместо (20)

dW
dV

=

E0∫
0

F(x, y, z, t(E))dE, (21)

где F(x, y, z, t) — решение кинетического уравнения (1),
проинтегрированное по всем направлениям и имеющее
в диффузионном приближении вид (17).

Заметим, что до сих пор мы не использовали каких-
либо особенностей рассеяния частиц пучка. По этой
причине все сказанное выше может относится в равной
степени к электронам, позитронам или легким ионам.
Для доведения вычислений до числа необходимо задать
сечения упругого и неупругого рассеяний в формулах
для транспортной длины (6) и потерь энергии на единице
длины пути (10) для данного вещества и данной энергии
проникающих в мишень частиц.

Результаты вычислений
и их обсуждение

Вещество мишени и энергия электронов входят в диф-
фузионную модель не через сечения упругого и неупру-
гого рассеяния, как в исходном кинетическом уравне-
нии (1), а через транспортную длину и средние потери
энергии электрона на единице пути. Для вычисления
транспортной длины и средних потерь на единице пути
использовались стандартные формулы, взятые из работы

Рис. 1. Теоретические (крестики) и экспериментальные [9]
(кружки) значения коэффициентов обратного рассеяния при
нормальном падении на мишень пучка электронов с энергией
40 keV.
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Рис. 2. Распределение выделенной энергии для плоского направленного источника электронов с энергией E0 в бесконечной рас-
сеивающей среде (штриховые кривые — точные решения [12], сплошные кривые 1 — диффузионная модель) и в полубесконечной
мишени (сплошные кривые 2 — диффузионная модель). Линейная плотность выделенной энергии dW/d(z/R0) переводится в
размерные единицы множителем E0/R0 и соответствует единичной интенсивности источника. a — C, b — Al, c — Sn, d — Pb;
E0 = 25 (a,b); 50 (c); 100 keV(d).

Спенсера [8],

1
λ(T)

= 2πr 2
eN(Z + 1)

(T + 1)2

T2(T + 2)2

× [ln(1 + 1/η) − 1/(1 + η)], (22)

〈ε(T)〉 = 4πr 2
eNZ

(T + 1)2

T(T + 2)
ln[1.166T/I(Z)], (23)

где T = E/mc2 — энергия, выраженная в единицах
энергии покоя электрона, r e — классический радиус
электрона, N — число атомов в единице объема,

η = 1.75 · 10−5Z2/3/[T(T + 2)]

— параметр экранирования ядра атомными электронами,

I(Z) =

{
13.6Z, Z < 10,

(9.76 + 58.8Z−1.19)Z, Z ≥ 10

— средний ионизационный потенциал атомов мишени
в электрон-вольтах.

Формулы (22) и (23) справедливы для энергий от I(Z)
до 1 MeV, когда потери энергии определяются ионизаци-
ей и возбуждением атомов, а радиационными потерями
можно пренебречь.

Сравнение вычисленных по формуле (19) коэффици-
ентов обратного рассеяния при нормальном падении пуч-
ка электронов на мишень с экспериментальными данны-
ми [9] показано на рис. 1. Вычисления были выполнены
для твердых элементов от лития до урана, плотности ко-
торых приведены в [10]. Из рис. 1 видно, что диффузион-
ная модель позволяет вычислить коэффициент обратного
рассеяния с хорошей точностью. Однако диффузионная
модель не позволяет выявить периодичность величины
коэффициента обратного рассеяния от атомного номера
мишени, найденную теоретически в работе [11].

Хорошей проверкой соответствия модельных расче-
тов энерговыделения физической реальности могут быть
таблицы распределения плотности выделенной энергии
энергии в графите, алюминии, олове и свинце, опубли-
кованные Национальным бюро стандартов США [12],
выполненные на основе работы Спенсера [8]. Такое

4 Журнал технической физики, 2002, том 72, вып. 4



50 В.А. Смоляр, А.В. Еремин, В.В. Еремин

Рис. 3. Профили распределения плотности выделенной энер-
гии (a) и инжектированного заряда (b) в полубесконечной
алюминиевой мишени при нормальном падении острофокуси-
рованного пучка электронов с энергией E0, равной 25 keV, на
расстояниях r от оси пучка, измеренных в единицах начального
пробега R0 для r /R0 = 0.05 (1), 0.1 (2), 0.25 (3), 0.4 (4),
0.7 (5). Плотность выделенной энергии dW/dV переводится в
размерные величины множителем E0/R

3
0. Плотность инжекти-

рованного заряда dQ/dV переводится в размерные величины
множителем e/R3

0, где e — заряд электрона. Эти величины
соответствуют единичной интенсивности источника.

Вещество E0, keV b bE 〈Eb〉/E0 W/E0 Ws/E0

C 25 0.073 0.051 0.703 0.949 0.972
Al 25 0.159 0.118 0.741 0.882 0.923
Sn 50 0.415 0.343 0.824 0.656 0.787
Pb 100 0.512 0.437 0.852 0.563 0.725

П р и м е ч а н и е. b — коэффициент обратного рассеяния, bE — ко-
эффициент обратно рассеянной энергии (отношение энергии обрат-
но рассеянных электронов к энергии электронов падающего пучка),
〈Eb〉/E0 — отношение средней энергии, приходящейся на один обрат-
но рассеянный электрон, к энергии падающего электрона; W/E0 и
Ws/E0 — отношение поглощенной в мишени энергии, приходящейся
на один электрон падающего пучка, к энергии падающего электрона,
вычисленное в предлагаемой модели и взятое из таблиц Спенсера [12].

сравнение представляется интересным еще и потому,
что кинетическое уравнение Бете является исходным
и в предлагаемой диффузионной модели. Спенсер ис-
ходит из кинетического уравнения Бете (1) и решает
задачу об энерговыделении моноэнергетического источ-
ника электронов, помещенного в бесконечную рассеи-
вающую среду. При этом в теорию не вводятся подго-
ночные параметры, а энерговыделение выражается через
двойные пространственно-пробежные моменты коэффи-
циентов разложения f (r,Ω, t) по полиномам Лежандра.
Вычисления Спенсера построены так, что в них ищется
не решение кинетического уравнения, а непосредственно
плотность выделенной энергии. Выполненные нами вы-
числения тормозной способности, полного траекторного
пробега и транспортной длины упругого рассеяния для
алюминия при энергии электронов 25 keV по сечениям,
приведенным в базе данных Физико-технического инсти-
тута им. А.Ф. Иоффе РАН [13], практически совпадают
с соответствующими величинами, взятыми из таблиц
Спенсера [12].

На рис. 2 вычисленное нами по формуле (21) и про-
интегрированное по поперечным к оси z координатам
распределение выделенной энергии, т. е. распределение
линейной плотности выделенной энергии от широкого
пучка моноэнергетических электронов, сравнивается с
вычислениями Спенсера [12]. В этой работе Спенсера
протабулировано распределение линейной плотности вы-
деленной энергии для плоского источника электронов,
погруженного в бесконечную среду и испускающего
моноэнергетические электроны по нормали к плоскости
в одну сторону от нее. Расхождение между вычислен-
ными нами для полубесконечной мишени и взятыми из
таблиц величинами выделенной энергии в бесконечной
среде отчасти обусловлено тем, что в бесконечной среде
электроны в процессе проникновения и многократного
рассеяния могут оказаться слева от плоскости источника,
испускающего электроны вправо вдоль оси z, и затем
снова перейти в правую половину пространства. Такие
переходы могут повторяться неоднократно, и следствием
этого должна быть бо́льшая плотность выделенной энер-
гии в бесконечной среде вблизи плоскости источника
справа от нее, чем в полубесконечной мишени вбли-
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Рис. 4. Распределение плотности инжектированного заряда в полубесконечной алюминиевой мишени при нормальном падении
острофокусированного пучка электронов с энергией E0 = 25 keV. Ось z направлена по нормали к поверхности из точки падения
пучка, r — расстояние от оси z. Плотность инжектированного заряда dQ/dV переводится в размерные величины множителем
e/R3

0, где e — заряд электрона, и соответствует единичной интенсивности источника; R0 — начальный пробег электронов.

зи бомбардируемой поверхности. Диффузионная модель
позволяет увидеть эффект уменьшения плотности выде-
ленной энергии вблизи от бомбардируемой поверхности
по сравнению с бесконечной средой, как это видно на
рис. 2. Коэффициенты обратного рассеяния и доли
обратно рассеянной энергии, приведенные в таблице,
получены интегрированием по пространству плотностей
выделенной энергии и инжектированного заряда, пред-
ставленных на рис. 2.

Соответствие вычислений по диффузионной модели
точным решениям тем лучше, чем больше атомный
номер вещества мишени и чем меньше энергия элек-
тронов по сравнению с начальной. Эта особенность
диффузионной модели наблюдается и для распределений
выделенной энергии и видна из графиков, показанных на
рис. 2.

Следует ожидать, что вычисленное в диффузионной
модели распределение инжектированного заряда долж-
но лучше соответствовать физической реальности, чем
распределение выделенной энергии, так как эта ха-
рактеристика переноса является более интегральной.
Из рис. 3 видно, что вычисленные по формулам (17)
и (18) распределения плотностей инжектированного за-

ряда и выделенной энергии острофокусированным пуч-
ком, падающим по нормали на поверхность мишени,
сильно отличаются друг от друга. Резкий максимум плот-
ности энерговыделения на глубине полной диффузии
определяется тем, что, согласно диффузионной модели,
падающий поток заменяется на изотропный источник
электронов в этой точке. Здесь наиболее сильно проявля-
ется несоответствие диффузионной модели физической
реальности. Для широкого пучка электронов и плоской
геометрии этот эффект сглаживается, хотя и остается за-
метным, как это видно из кривых, приведенных на рис. 2.
Распределение плотности инжектированного заряда —
это в сущности распределение остановившихся элек-
тронов. Видимо, по этой причине не так важно, каким
был источник электронов — падающим на поверхность
пучком или изотропным и расположенным на глубине
полной диффузии. Рис. 4 дает детальное терхмерное
изображение распределения плотности инжектированно-
го заряда, вычисленного по формуле (18), из которого
видно, насколько сильно сглажено это распределение по
сравнению с распределением выделенной энергии.

Таким образом, предлагаемая модель является ма-
тематически замкнутым диффузионным приближением
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кинетического уравнения для задачи о пучке электронов,
падающем на мишень, в которую не требуется вводить
подгоночные параметры для получения соответствия
вычисленных коэффициентов обратного рассеяния, и
распределений плотности выделенной энергии и, по-
видимому, инжектированного заряда.

Авторы выражают глубокую благодарность разработ-
чикам электронного архива по рассеянию электронов
Физико-технического института им. А.Ф. Иоффе РАН за
возможность доступа к базе данных.
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