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Иследуется дисперсионное уширение эмиттанса электронного пучка в линейном ускорителе, вызванное
начальным некоррелированным энергетическим разбросом частиц в сгустке. Исследование проведено как для
случая когерентных колебаний пучка, так и возмущенной центральной траектории и ее локальной коррекции.
Особое внимание уделено аналитическому описанию процесса дисперсионного уширения эмиттанса пучка.
Найдены точные аналитические выражения для эволюции эмиттанса пучка вдоль ускорителя, подкрепленные
численным моделированием трассировки частиц в основном линейном ускорителе будущего электрон-позит-
ронного столкновителя.

Введение

Достижение предельно малых поперечных эмиттансов
электронного (позитронного) пучка в будущем линей-
ном электрон-позитронном столкновителе является од-
ной из ключевых проблем для достижения высокой све-
тимости в месте столкновения встречных пучков [1–3].
В основном линейном ускорителе столкновителя, где
частицы ускоряются от нескольких GeV до энергий в
несколько сот GeV, в идеале естественный эмиттанс
пучка предельно сжимается за счет адиабатического
затухания поперечных колебаний частиц. Однако в ре-
альной машине траектории частиц возмущены как из-за
допусков на элементы электронно-оптической системы
ускорителя, так из-за воздействия поперечных кильватер-
ных полей, возбуждаемых в ускоряющих секциях [4,5].
Вдобавок сгусток электронов имеет энергетический раз-
брос, как коррелированный с продольной координатой
частицы за счет взаимодействия с ускоряющей структу-
рой, так и некоррелированный за счет предварительного
формирования пучка. Метод Балакина–Новохатского–
Смирнова [6] позволяет подавить увеличение эмиттанса,
вызванное коррелированным энергетическим разбросом
и воздействием поперечных кильватерных полей в пре-
делах отдельного сгустка, соблюдением так называемых
условий ”автофазировки” частиц [7,8]. Тем не менее
начальный некоррелированный разброс частиц по энер-
гиям в сгустке остается нежелательным фактором, при-
водящим к дисперсионному уширению эмиттанса пучка,
являющимся серьезным препятствием на пути получения
высокоэнергетичных пучков с предельно малыми гори-
зонтальными и вертикальными эмиттансами.

Увеличение эмиттанса пучка с начальным энергети-
ческим разбросом вызвано как когерентными бетатрон-
ными колебаниями пучка с ненулевыми начальными
амплитудами (отклонение, угол) центра тяжести пучка,
так и возмущением центральной траектории пучка из-
за неточности установок квадрупольных линз. Частицы

пучка с разной энергией, проходя через фокусирующую
систему ускорителя, получают разный набег фазы бета-
тронных колебаний и, как следствие, при ненулевой цен-
тральной траектории разделяются на фазовой плоскости,
приведя к дисперсионному уширению эмиттанса пучка.
Теорема Лиувилля здесь уже неприменима, и эмиттанс
пучка определяется статистически как среднеквадратич-
ный разброс частиц на фазовой плоскости поперечных
колебаний.

Различные аспекты дисперсионного уширения эмит-
танса пучка рассмотрены в ряде работ [9–17] как с точки
зрения аналитического описания, так и численного мо-
делирования трассировки частиц в линейном ускорите-
ле. Хотя физическая картина дисперсионного уширения
эмиттанса пучка в линейных ускорителях достаточно
прозрачна (см., например, [9,13,15]), тем не менее в
литературе отсутствует единый подход к проблеме, по-
зволяющий точно аналитически описать уширение эмит-
танса пучка при наличии начального разброса частиц по
энергиям. Остановимся на двух существенных моментах.

Двухчастичная модель сгустка явно непригодна для
аналитического описания дисперсионного уширения
эмиттанса пучка при высокой степени расщепления ча-
стиц, поскольку при относительном набеге фазы бета-
тронных колебаний неравновесной частицы, равной 2π
(один оборот неравновесной частицы вокруг фазового
эллипса по отношению к равновесной частице), средне-
квадратичный эмиттанс зануляется. В реальности распре-
деление частиц по энергиям в сгустке приводит к тому,
что по мере расщепления частиц весь фазовый эллипс
поперечных бетатронных колебаний центра тяжести пуч-
ка оказывается заполненным частицами с неравновесны-
ми энергиями и при аналитическом описании дисперси-
онного уширения эмиттанса необходимо основываться
на реальном распределении частиц по энергиям.

Второе замечание относится к численному моделиро-
ванию эффектов уширения эмиттанса пучка при возму-
щении центральной траектории и ее коррекции. Дело в
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том, что неточность установок линз при треке частиц
можно учесть только заданием отклонений квадруполь-
ных линз относительно оси ускорителя в виде случай-
ного набора некоррелированных смещений со средне-
квадратичным значением точности юстировки. Однако
возмущенная центральная траектория пучка для двух
разных наборов может различаться на порядки [18,19]
и необходимо проводить усреднение эффектов уширения
эмиттанса пучка по большому числу наборов отклонений
элементов фокусирующей системы от нулевой траекто-
рии. Как показано в работе [20], введением среднеква-
дратичной площади возмущенного машинного фазового
эллипса удается точно аналитически описать среднеква-
дратичное возмущение центральной траектории вдоль
ускорителя, к которому сходятся результаты трека ча-
стиц при усреднении по большому числу наборов от-
клонений линз от оси. Фактически при аналитическом
описании процесса удается точно проводить усреднение
среднеквадратичных параметров пучка по всем возмож-
ным траекториям частиц сгустка.

В настоящей работе исследуется дисперсионное уши-
рение эмиттанса пучка в линейных ускорителях, вы-
званное некоррелированным начальным энергетическим
разбросом частиц в сгустке. Рассматриваются случаи,
когда пучок совершает когерентные бетатронные коле-
бания и центральная траектория пучка возмущена из-
за неточности установок квадрупольных линз. Наконец,
мы остановимся на случае, когда центральная траек-
тория корректируется в каждой квадрупольной линзе
дипольным корректором на основе измерений центра
тяжести пучка. Приведены результаты исследования для
ФОДО (Ф — фокусирующая линза, Д — дефокусирую-
щая линза, О — свободный промежуток) ячейки перио-
дичности при различных законах вариации набега фазы
бетатронных колебаний с энергией частиц вдоль ускори-
теля [8,21]. Полученные аналитические выражения для
среднеквадратичного эмиттанса пучка сравниваются с
результатами трассировки частиц в основном ускорителе
проектов теплового линейного столкновителя SBLC с
частотой ускоряющего поля 3 GHz и сверхпроводящего
линейного столкновителя TESLA с частотой ускоряюще-
го поля 1.3 GHz [22].

Уравнение движения и дисперсия фазы
бетатронных колебаний

Как обычно, будем предполагать, что ускоритель со-
стоит из большого числа ФОДО периодов фокусирующей
системы с двумя ускоряющими секциями в одном пери-
оде. Частицы в сгустке испытывают одинаковое ускоре-
ние с постоянным градиентом γ ′, так что равновесная
энергия частиц γ меняется вдоль ускорителя линейно
γ(z) = γ0 + γ ′z, где γ0, γ(z) — начальный и текущий
лоренц-факторы равновесной частицы, z — координата
частицы вдоль ускорителя. Фокусирующую систему уско-
рителя мы зададим таким образом, что набег фазы бета-

тронных колебаний на ячейку периодичности меняется с
энергией как [8]

tg
µn

2
=

1
4

KnLq(βn max − βn min) = tg
µ1

2
gαn , (1)

где µn — набег фазы бетатронных колебаний в n-й
ячейке; gn = γ0/γn; γn = γ0 + (n− 1) ·∆γ — энергия
при влете в n-ю ячейку; ∆γ — прирост энергии частиц
на один период ФОДО ячейки; Kn = ec(∂B/∂x)/E —
нормализованная сила квадрупольных линз, e — заряд
электрона, c — скорость света, ∂B/∂x — градиент маг-
нитного поля линзы, E — текущая энергия равновесной
частицы; Lq — длина квадрупольных линз.

Заметим, что вышеприведенная формула есть не что
иное, как хроматичность ячейки периодичности, опреде-
ляющая относительное смещение набега фазы бетатрон-
ных колебаний неравновесной частицы за период. Пара-
метр α определяет закон изменения фазы бетатронных
колебаний по мере ускорения частиц. Таким образом, на-
бег фазы бетатронных колебаний на первый период µ1 и
параметр α определяют однозначно всю фокусирующую
систему ускорителя и линейную оптику электронного
пучка в приближении отсутствия связи горизонтальных
и вертикальных колебаний. Заметим, что такой подход
охватывает все возможные траектории пучка и, как
будет видно далее, эффекты дисперсионного уширения
эмиттанса пучка во многом обусловлены выбором набега
фазы в начале ускорителя и его изменением вдоль уско-
рителя. Как показано в [8], важным следствием такого
задания фокусирующей системы линейного ускорителя
является выполнение условий автофазировки частиц при
модуляции набега фазы бетатронных колебаний с энер-
гией частиц по закону α = 0.5.

Линеаризированное уравнение поперечного движения
в линейном ускорителе неравновесной частицы с на-
чальным некоррелированным относительным энергети-
ческим разбросом δ0 = ∆E/E0 (δ0 � 1) с начальными
амплитудами x0 = x(0, δ0), x′0 = x′(0, δ0) и при наличии
смещения квадрупольных линз от оси имеет вид

x′′ +
γ ′

γ
+ Kx(1− δ)(x− xq) = 0, (2)

где x — поперечное смещение частицы (горизонтальное
или вертикальное), δ(z) = δ0γ0/γ(z) — изменение не-
коррелированного относительного отклонения энергии
частицы по мере ускорения пучка, Kx — сила квадру-
польных линз, xq(z) = xqk — случайные смещения линз
от оси ускорителя, производная взята по координате z
вдоль ускорителя.

Общее решение уравнения движения представляется
в виде суммы свободных бетатронных колебаний xb и
возмущенной траектории xd как

x(z, δ) = xb(z, δ) + xd(z, δ). (3)
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Явный вид этих решений можно найти, воспользовав-
шись формализмом матрицы Твиса [23–25],

xb(z, δ) = ab

(
γ0

γ(z)
β̄(z)

)1/2

cos[µ̄(z) + ϑb], (4)

xd(z, δ) =

z∫
0

Mδ
12(z
′, z)Kx(z

′)dz′, (5)

где элемент Mδ
12 матрицы Твиса для неравновесной

частицы имеет вид

Mδ
12(z
′, z) =

√
β̄(z′)β̄(z)

(
γ(z′)
γ(z)

)1/2

× sin[µ̄(z) − µ̄(z′)]. (6)

Здесь β̄ = β+∆β и µ̄ = µ+∆µ есть амплитудная бета-
функция и фаза бетатронных колебаний неравновесной
частицы; ∆β, ∆µ — изменение ее бета-функции и фазы
колебаний относительно их равновесных значений β и
µ; ab, ϑb определяют начальные поперечные амплитуды
частицы (отклонение, угол) при влете в ускоритель.
Можно показать, что величины ∆β и ∆µ выражаются
через параметры фокусирующей системы ускорителя
следующим образом [23,24]:

∆β(z) =

z∫
0

δ(z′)β(z′)Kx(z
′) sin[2µ(z)− 2µ(z′)]dz′, (7)

∆µ(z) = −

z∫
0

δ(z′)β(z′)Kx(z
′) sin2[µ(z)− µ(z′)]dz′. (8)

Таким образом, если средним изменением амплитуд-
ной функции в линейных ускорителях можно пренебречь
в отличие от циклических ускорителей [24], увеличение
в среднем набега фазы бетатронных колебаний нерав-
новесной частицы приводит к расщеплению пучка на
фазовой плоскости и, как следствие, к увеличению сред-
неквадратичного эмиттанса пучка. Текуший эмиттанс
пучка ε определяется статистически как среднеквадра-
тичный разброс частиц на фазовой плоскости попереч-
ных колебаний [26]

ε =

√
〈∆x2〉〈∆x′2〉 − 〈∆x∆x′〉2, (9)

где ∆x = x− x̄; ∆x′ = x′ − x′; x̄, x′ есть координата и
угол центра тяжести пучка.

Усреднение осуществляется по всем частицам сгустка.
Нас в дальнейшем будет интересовать среднее (по теку-
щей фазе бетатронных колебаний) поведение эмиттанса
пучка вдоль ускорителя. Тогда в предположении отсут-
ствия дисперсии бетатронной функции эмиттанс пучка
будет определяться как ε = 〈∆x2〉/β.

Некоррелированный энергетический разброс частиц в
сгустке имеется на стадии инжекции сгустка в основной

линейный ускоритель и вызван, как обычно, предыду-
щим формированием электронного пучка (накопитель-
ное кольцо, компрессор сгустка). В предположении, что
частицы в заданном сечении сгустка испытывают оди-
наковое ускорение, некоррелированный энергетический
разброс частиц в сгустке спадает обратно пропорци-
онально энергии равновесной частицы. Тогда среднее
смещение набега фазы неравновесной частицы с отно-
сительным начальным энергетическим отклонением δ0 в
приближении тонких линз представляется в виде суммы
по ячейкам периодичности как

∆µ = −
1
2
δ0

∑
n

gnKnLqn(βn max − βn min). (10)

В нашем задании фокусирующей системы формула
перепишется в виде

∆µ = −2δ0 tg
µ1

2
1

∆γ

∑
n

gα+1
n ∆γ, (11)

что есть просто интеграл по энергии при сравнитель-
но медленном изменении энергии вдоль ускорителя
(∆γ/γ � 1) и выражается через параметры ускорителя
как

∆µ = −2δ0 tg
µ1

2
γ0

∆γ

1
α

(1− gα). (12)

Важной характеристикой машины является ее хро-
матичность ξ , физически обоснованным определением
которой в случае линейных ускорителей на высокие
энергии является смещение числа бетатронных коле-
баний неравновесной частицы со среднеквадратичным
относительным отклонением энергии σε от равновесной
энергии при однократном пролете сгустка в ускорителе
ξ = ∆µs/2π. Величина хроматичности в линейных
ускорителях фактически определяет степень расщепле-
ния пучка на фазовой плоскости поперечных бетатрон-
ных колебаний. Как видно, степень расщепления пучка
линейного ускорителя определяется начальным средне-
квадратичным энергетическим разбросом в пучке, при-
ростом энергии на ячейку периодичности, набегом фазы

Рис. 1. Зависимость хроматичности пучка от энергии ускорен-
ных частиц в основном ускорителе столкновений. a — SBLC,
δ0 = 0.01; b — ТЕСЛА, δ0 = 0.014.
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бетатронных колебаний на первую ячейку и законом
изменения набега фазы вдоль ускорителя.

На рис. 1 приведены величины нарастания хроматич-
ности вдоль основного линейного ускорителя проектов
теплого (SBLC) и сверхпроводящего (ТЕСЛА) столк-
новителей с постоянными набегами фазы бетатронных
колебаний на период (α = 0), равными π/2 и π/3
соответственно [22]. Отметим, что малый набег фазы
бетатронных колебаний на период фокусирующей струк-
туры и сравнительно высокий прирост энергии частиц на
период (∼ 900 MeV) в проекте ТЕСЛА являются опре-
деляющими факторами малой хроматичности машины.
Это, как будет видно далее, является существенным пре-
имуществом с точки зрения сохранения естественного
эмиттанса пучка в основном линейном ускорителе.

Когерентные колебания пучка

Для начала рассмотрим динамику частиц в сгустке
с некоррелированным начальным гауссовским энергети-
ческим распределением влетающих в линейный уско-
ритель с начальными поперечными амплитудами (x0,
x′0) когерентных бетатронных колебаний. Фокусирующие
элементы ускорителя предполагаются идеально устано-
вленными по отношению к оси ускорителя. Пренебрегая
дисперсией амплитуды, бетатронные колебания частицы
сгустка с малым начальным относительным отклонением
энергии δ0 от равновесной (член xb в (3)) можно
представить в виде

x(z, δ) = xc(z, δ) + xβ(x, δ), (13)

где

xc,β(z, δ) = a0,β

(
β(z)

γ0

γ(z)

)1/2

× cos [µ(z) + ∆µ(z, δ)− ϑ0,β ], (14)

где a0, ϑ0 определяют начальный центр тяжести сгустка
на фазовой плоскости (x, x′), aβ , ϑβ определяют началь-
ные координаты частицы относительно центра сгустка.

Тогда текущий центр тяжести x̄ и среднеквадратичный
размер σx = 〈∆x2〉1/2 сгустка будут определяться как
средние по энергетическому разбросу и начальным ко-
ординатам частиц в сгустке

x̄(z) =

∞∫
−∞

P0(δ)〈x(z, δ)〉aβ ,ϑβdδ, (15)

σ2
x (z) =

∞∫
−∞

P0(δ)〈x
2(z, δ)− x̄2(z)〉aβ ,ϑβdδ, (16)

где P0(δ) есть начальное некоррелированное распределе-
ние частиц по энергиям, которое мы будем предполагать
гауссовским со среднеквадратичным разбросом σε .

Проведя усреднение, мы получим следующее выраже-
ние для изменения центра тяжести пучка вдоль ускори-
теля:

x̄(z) = a0

(
β(z)

γ0

γ(z)

)1/2

× exp(−∆µ2
s/2) cos [µ(z)− ϑ0], (17)

где ∆µs есть среднее смещение фазы бетатронных ко-
лебаний неравновесной частицы со среднеквадратичным
начальным энергетическим разбросом σε (12).

Аналогично находим среднеквадратичный поперечный
размер сгустка

σ2
x =

γ0

γ
σ2
β +

a2
0

2
γ0

γ

{
1−

[
cos2(µ − ϑ0)

− cos(2µ − 2ϑ0)
]

exp(−∆µ2
s)
}
, (18)

где σβ — начальный поперечный среднеквадратичный
размер сгустка.

Средний вклад в увеличение среднеквадратичного
эмиттанса найдем, усреднив полученное выражение по
текущей фазе бетатронных колебаний µ в пределах
(0.2π). Учитывая, что в нашем приближении мы пре-
небрегаем дисперсией амплитудной бетатронной функ-
ции, для величины дисперсионного уширения эмиттанса
сгустка в ускорителе получим

∆ε = ε − εβ =
a2

0

2
γ0

γ

[
1− exp(−∆µ2

s)
]
, (19)

где εβ и ε есть естественный и среднеквадратичный
текущие эмиттансы пучка.

Учитывая, что величина a2
0 соответствует площади

начального центрального фазового эллипса, величина
уширения эмиттанса ограничена половиной площади
эллипса когерентных бетатронных колебаний пучка

∆εmax =
1
2
γ0

γ

(
γxx

2
0 + 2αxx0x′0 + βxx

′2
0

)
, (20)

где αx, βx, γx есть параметры матрицы Твиса в начале
ускорителя.

Заметим, что величина дисперсионного уширения пуч-
ка не зависит от естественного эмиттанса и при высокой
степени расщепления пучка является критичным при
ускорении пучков с малым вертикальным эмиттансом,
так как машинный элллипс может значительно пре-
восходить естественный эмиттанс пучка. В дальнейшем
мы будем предполагать, что начальный фазовый эллипс
когерентных бетатронных колебаний совпадает с есте-
ственным фазовым эллипсом, или, другими словами, на-
чальные амплитуды (отклонение и угол) центра тяжести
пучка лежат на односигмовом контуре (a2

0 = εβ0). На
рис. 2 приведены нормализованные фазовые эллипсы
частиц с разной энергией по мере их ускорения в основ-
ном линейном ускорителе SBLC. Как видим, по мере
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Рис. 2. Расщепление фазовых эллипсов частиц на инвариант-
ной фазовой плоскости (x, x′) при когерентных бетатронных
колебаниях пучка в основном ускорителе SBLC. Показаны
фазовые эллипсы равновесной частицы (сплошная линия) и
частиц с энергией больше (штриховая линия) и меньше (пунк-
тирная линия) равновесной энергии. E, GeV: a — 3.15, b — 25,
c — 100, d — 250.

Рис. 3. Машинный фазовый эллипс (M) и актуальный фазовый
портрет пучка (A) после расщепления частиц на фазовой
плоскости при когерентных колебаниях пучка в линейном
ускорителе SBLC. E = 250 GeV.

ускорения частиц фазовые эллипсы расщепляются на
фазовой плоскости, причем частицы с большей энергией
запаздывают по фазе, тогда как частицы с меньшей
энергией опережают по фазе равновесную частицу. Ча-
стицы сгустка стремятся заполнить машинный фазовый
эллипс когерентных бетатронных колебаний независимо

от начальной фазы когерентных бетатронных колебаний
(рис. 3). Важное следствие состоит в том, что при
этом центр тяжести пучка стремится к оси ускорителя
и амплитуда когерентных бетатронных колебаний экспо-
ненциально затухает со степенью дисперсионного рас-
щепления пучка, что обусловлено затуханием Ландау [5].
Выражение для параметра затухания Ландау для некор-
релированного начального гауссовского разброса частиц
в сгустке по энергиям следует из формул (12), (17)

αL(z) =
1
2

∆µ2
s =

1
8

[
σε tg

µ1

2
γ0

∆γ

1
α

(1− gα)

]2

. (21)

При малой степени расщепления пучка (ξ � 1)
величину дисперсионного уширения пучка можно при-
ближенно оценить как

∆ε

ε
≈ 2σ2

ε tg2 µ1

2

(
γ0

∆γ

)2 1
α2

(1 − gα)2. (22)

На рис. 4 приведена динамика дисперсионного ушире-
ния эмиттанса пучка вдоль основного линейного ускори-
теля столкновителей SBLC и TESLA, описываемая фор-
мулой (19) (пунктир). Для сравнения сплошной кривой
показана также динамика уширения эмиттанса пучка при
численном моделировании трассировки частиц в уско-
рителе. Отметим хорошее согласие результатов трека
частиц с аналитическим описанием. Сказанное также
справедливо для величины затухания Ландау по мере
ускорения частиц. Таким образом, полученные формулы

Рис. 4. Относительное увеличение среднеквадратичного эмит-
танса сгустка при когерентных колебаниях пучка. Сплошная
кривая — результаты трассировки частиц, штриховая — ана-
литическое описание. a — SBLC, δ0 = 0.01; b — TESLA,
δ0 = 0.014.
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можно считать точным аналитическим описанием не-
коррелированного дисперсионного уширения эмиттанса
пучка при когерентных бетатронных колебаниях пучка
в линейных ускорителях. Заметим, что при выполнении
условий автофазировки частиц [8] (α = 0.5) существен-
но подавляется также некоррелированное дисперсион-
ное уширение эмиттанса пучка, что видно из рис. 4
для проекта столкновителя SBLC (пунктир). Заметим,
что рассмотренный процесс дисперсионного уширения
эмиттанса пучка при когерентных колебаниях обратим
и, как показано в [17], увеличение эмиттанса пучка
можно подавить при предварительном перераспределе-
нии частиц на фазовой плоскости в бездисперсионной
арке с положительной хроматичностью, располагаемой
на стадии инжекции пучка в основной ускоритель.

Возмущение центральной траектории
и ее коррекция

Теперь исследует возмущенную часть уравнения дви-
жения, вызванную неточностью установки квадруполь-
ных линз вдоль ускорителя. Для начала рассмотрим
возмущение центральной траектории пучка с учетом
случайных отклонений квадрупольных линз от оси уско-
рителя. Как следует из (3), (5) и (6), частное реше-
ние уравнения движения, соответствующее возмущенной
центральной траектории пучка (δ = 0, x0 = 0, x′0 = 0),
можно представить в виде

xd(z) =

√
β(z)
γ(z)

∑
k

KkLqkxqk

√
βkγk

× sin[µ(z)− µ(zk)], (23)

где величины с индексом k соответствуют их значениям
в k-й квадрупольной линзе.

Мы предполагаем, что случайные отклонения линз от
оси не коррелированы друг с другом и, следовательно,
перекрестные члены не дают вклада в среднеквадратич-
ное смещение центральной траектории (〈xqkxql〉 = 0
при k 6= l). Введя аналогично свободным бетатронным
колебаниям частиц среднеквадратичный возмущенный
текущий фазовый эллипс пучка [20]

γx〈x
2
d〉+ 2αx〈xdx′d〉+ βx〈x

′2
d〉 = A2, (24)

для площади возмущенного эллипса (деленного на π)
получим следующее выражение:

A2 = 16
〈x2

q〉

Lcγ(z)

∑
n

γn tg
µn

2

= 16
〈x2

q〉

L2
c

γ0

∆γ
tg
µ1

2
1

2− α
γ0

γ

[(
γ

γ0

)2−α

− 1

]
. (25)

Здесь αx, βx, γx есть текущие параметры матрицы Твиса,
Lc — длина ФОДО ячейки. При выводе выражения (25)

Рис. 5. Эволюция площади среднеквадратичного возмущенно-
го машинного эллипса вдоль линейного ускорителя (трассиров-
ка частиц), усредненное по 100 наборам случайных отклонений
линз от оси со среднеквадратичным значением 0.1 mm (1 —
SBLC) и 0.5 mm (2 — TESLA). 3, 4 — аналитическое описание.

мы воспользовались следующими соотношениями для
амплитудных функций симметричной ФОДО ячейки пе-
риодичности [25]:

βmax + βmin =
2Lc

sinµ
, KLqLc = 4 sin

µ

2
. (26)

Заметим, что среднеквадратичное смещение линз свя-
зано с допуском aq соотношением a2

q = 3〈x2
q〉. Как пока-

зано в [20], выражение (25) для площади среднеквадра-
тичного возмущенного фазового эллипса, определяемое
через основные параметры ускорителя, является точным
описанием среднеквадратичного возмущения централь-
ной траектории при наличии некоррелируемых случай-
ных отклонений квадрупольных линз от оси ускорителя.
На рис. 5 приведена эволюция площади возмущенного
фазового эллипса вдоль основного ускорителя проектов
SBLC и TESLA. Отметим, что среднеквадратичные зна-
чения площади фазового эллипса сходятся к точному
решению при усреднении трека частиц по 100 и более
наборам случайных отклонений линз от оси ускорителя.

При наличии начального некоррелированного энерге-
тического разброса частиц в сгустке неравновесные ча-
стицы будут стремиться теперь заполнить возмущенный
фазовый эллипс ускорителя. Траектория неравновесной
частицы с начальным энергетическим отклонением δ0

тогда будет задаваться следующим выражением:

xd(z, δ) =

√
β(z)
γ(z)

∑
k

KkLqkxqk

√
βkγk sin

[
µ(z) − µ(zk)

+∆µ(zk, z)
]

+ xβ(z, δ), (27)

где

∆µ(zk, z) = −2δ0
γ0

∆γ
tg
µ1

2
1
α

[
1−

(
γk

γ

)α]
(28)

есть смещение фазы бетатронных колебаний неравновес-
ной частицы, вызванное k-й квадрупольной линзой.
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Опять же предполагая начальное гауссовское распре-
деление частиц по энергиям и проводя усреднение по
энергиям и координатам частиц, для среднеквадратично-
го поперечного размера пучка мы получим следующее
выражение:

σ2
x (z) =

1
2
〈x2

q〉
β(z)
γ(z)

∑
k

K2
k L2

qkβkγk

×
[
1− exp(−∆µ̂2

k)
]

+ σ2
β(z), (29)

где ∆µ̂k теперь есть смещение фазы бетатронных ко-
лебаний неравновесной частицы со среднеквадратичным
отклонением энергии.

При определении среднеквадратичного размера пучка
проведено усреднение также по текущей фазе µ(z) в пре-
делах (0; 2π). Отметим, что при проведении усреднения
учтен тот факт, что траектория невозмущенного движе-
ния, усредненная по начальным амплитудам (aβ , ϑβ),
равна нулю 〈xβ〉 = 0, а среднеквадратичное отклонение
совпадает с текущим невозмущенным среднеквадратич-
ным размером пучка 〈x2

β〉 = σ2
β . Пренебрегая вкладом в

смещение фазы в пределах одной ячейки периодичности
(что оправдано при ∆γ/γ � 1), выражение для средне-
квадратичного размера пучка можно представить в виде
суммы по ячейкам периодичности как

σ2
x (z) = 8

〈x2
q〉

Lc

β(z)
γ(z)

tg
µ1

2

∑
n

(
γ0

γn

)α
γn

×
[
1− exp(−∆µ̂2

n)
]

+ σ2
β(z). (30)

Переходя от суммирования по ячейкам периодичности
к интегралу по энергии, хорошее приближение для
величины увеличения эмиттанса можно получить при
малой степени расщепления пучка

∆ε

εβ
≈ 32

〈x2
q〉

ε0Lc
σ2
ε

(
γ0

∆γ

)3

× tg3 µ1

2
1

4− α2

[(
γ

γ0

)2−α

− 1

]
. (31)

Отметим очень сильную зависимость дисперсионного
уширения эмиттанса пучка от набега фазы за период
фокусирующей структуры µ1 и прироста энергии на
ячейку периодичности ∆γ . Для сравнения на рис. 6
приведено относительное увеличение эмиттанса вдоль
основного ускорителя столкновений SBLC и TESLA.
Усреднение среднеквадратичных размеров пучка прове-
дено по 100 наборам отклонений линз от оси ускорителя.
Ясно, что необходима коррекция центральной траекто-
рии пучка вдоль ускорителя.

Рассмотрим коррекцию возмущенной центральной
траектории вдоль ускорителя на основе измерения цен-
тра тяжести пучка и найдем среднеквадратичное диспер-
сионное уширение эмиттанса пучка. Мы будем предпо-
лагать, что датчики положения пучка встроены в каждую

Рис. 6. Дисперсионное уширение эмиттанса пучка при возму-
щении центральной траектории (сплошная кривая). Штрихо-
вая — аналитическая кривая. a — SBLC, δ0 = 0.01, µ = π/2;
b — TESLA, δ0 = 0.014, µ = π/3.

квадрупольную линзу с погрешностью отклонения от
центра k-й линзы bk, а сама квадрупольная линза имеет
случайное отлонение от оси ускорителя xqk. Смеще-
ния элементов ускорителя считаем статическими. После
измерения центра тяжести пучка в k-й линзе траек-
тория последующих сгустков корректируется к центру
линзы с разрешимостью dk предыдущими дипольными
корректорами. Таким образом, центральная траектория
опять возмущена, но не возрастает вдоль ускорителя,
а смещение центра тяжести пучка в k-й квадрупольной
линзе xck после процедуры коррекции есть

xck = xqk + bk + dk. (32)

Заметим, что все величины случайные и некоррелиро-
ваны, а среднеквадратичное отклонение центра тяжести
пучка вдоль ускорителя есть

〈x2
c〉 = 〈x2

q〉+ 〈x
2
BPM〉+ 〈x

2
RES〉, (33)

где 〈x2
q〉

1/2 — среднеквадратичное отклонение квадру-
польных линз от оси ускорителя, 〈x2

BPM〉
1/2 — сред-

неквадратичное отклонение датчиков от центра линз,
〈x2

RES〉
1/2 — среднеквадратичное значение разрешимости

датчиков.
Нетрудно показать, что по первому порядку малости

относительно энергетического разброса (δ0 � 1) смеще-
ние неравновесной частицы относительно центральной
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Рис. 7. Дисперсионное уширение эмиттанса пучка в ли-
нейном ускорителе после коррекции центральной траектории,
усредненное по 100 наборам смещений датчиков относительно
центров линз и их разрешимости (сплошная линия). Средне-
квадратичные значения смещения датчиков и их разрешимости:
0.1 и 0.01 mm (SBLC); 0.5 и 0.05 mm (TESLA). Штриховая
линия — аналитическая кривая.

возмущенной траектории ∆x = xδ − xc будет удовлетво-
рять следующему уравнению:

∆x′′+
γ ′

γ
∆x′+Kx(1−δ)∆x = δKx(xc−xq)−δGx(z), (34)

где Gx(z) = ecB(z)/E = 1/ρs(z) — текущая кривиз-
на возмущенной центральной траектории, возбужденной
дипольными корректорами.

Мы будем предполагать, как обычно, что система
коррекции скомпенсирована таким образом, что допол-
нительная функция дисперсии, вызванная дипольными
корректорами, зануляется в конце ускорителя и не да-
ет вклада в среднеквадратичный эмиттанс пучка. Тогда
решение уравнения с использованием элемента M12 ма-
трицы Твиса (6) представляется как

∆x(z) = δ0

z∫
0

γ0

γ(z′)
Kx(z

′)
[
xc(z

′)− xq(z
′)
]
Mδ

12(z
′, z)dz′.

(35)
Для нахождения точного решения дисперсионного

уширения эмиттанса пучка при такой коррекции цен-
тральной траектории мы всегда можем представить воз-
мущенную центральную траекторию xc(z) в виде неко-
торой гладкой функции F(z) от координаты z с доопре-
делением F(zk) = xck для любого заданного набора
случайных величин xqk, bk, dk вдоль ускорителя. Для

квадрата относительного смещения неравновесной ча-
стицы, усредненной по текущей фазе и энергетическому
разбросу, тогда имеем

〈∆x2(z)〉 =
1
2
〈x2

B〉σ
2
ε β(z)

γ0

γ(z)

×
∑

n

γ0

γn
K2

nL2
qn(βn max + βn min), (36)

где величина 〈x2
B〉 = 〈x2

BPM〉+ 〈x
2
RES〉 определяется только

точностью установки корректоров относительно центра
линзы и их разрешимостью.

Переходя к интегрированию, с учетом выражений для
амплитудных функций (26) для относительного увеличе-
ния эмиттанса вдоль ускорителя мы получим следующее
выражение:

∆ε

ε
= 8σ2

ε

〈x2
B〉

ε0Lc

γ0

∆γ
tg
µ1

2
·

1
α

[
1−

(
γ0

γ

)α]
. (37)

Заметим, что коррекция центральной траектории при-
водит к существенному уменьшению размазывания пучка
даже по сравнению со случаем свободных когерентных
колебаний пучка вдоль ускорителя. На рис. 7 приведено
относительное увеличение горизонтального эмиттанса
пучка для проектов SBLC и TESLA при такой коррекции
центральной траектории. Опять же результаты трасси-
ровки частиц усреднены по 100 наборам случайных
отклонений центра тяжести пучка от оси линейного
ускорителя. Поскольку вертикальный эмиттанс пучка,
как обычно, намного меньше горизонтального эмиттанса,
то требования к точности установки квадрупольных линз
и системе коррекции в вертикальной плоскости намного
жестче. При выполнении условий автофазировки частиц
(α = 0.5) опять же некоррелированное дисперсионное
уширение эмиттанса пучка существенно меньше при
аналогичных параметрах корректирующей системы уско-
рителя (рис. 7, пунктир — проект SBLC).

Заключение

Мы нашли точные аналитические представления для
величины дисперсионного увеличения эмиттанса пучка
в линейных ускорителях на высокие энергии при про-
извольном законе изменения набега фазы бетатронных
колебаний с энергией равновесной частицы. Исследо-
ваны случаи свободных когерентных колебаний пучка,
возмущения центральной траектории и ее коррекции.
Основным вкладом можно считать то, что полученные
выражения позволяют точно оценить качество пучка
и его поведение в линейных ускорителях на высокие
энергии, оптимизировать фокусирующую и корректиру-
ющую системы ускорителя. Показано также, что при
выполнении условий автофазировки частиц на основе из-
меняющегося с энергий частиц набега фазы бетатронных
колебаний существенно подавляется некоррелированное
дисперсионное уширение эмиттанса пучка.
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