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Аналитически исследован одномерный ансамбль (цепочка), состоящий из большого числа взаимодей-
ствующих бистабильных элементов. Найдены стационарные отклики на сигнал как с учетом, так и без
учета воздействия шума на цепочку. Сравнение откликов указывает на усиление сигнала при наличии
шума в ансамбле. При этом отклик цепочки превышает отклик отдельного элемента на фактор, который
экспоненциально возрастает с ростом постоянной взаимодействия. Сделан вывод об усилении эффекта
стохастического резонанса в результате взаимодействия бистабильных элементов.

Введение

В настоящее время значительный интерес вызывает
так называемое явление стохастического резонанса (СР),
которое было предсказано в [1] и экспериментально под-
тверждено на оптических бистабильных системах [2,3].
В бистабильных нелинейных динамических системах
создаются условия для усиления слабого периодическо-
го сигнала в результате его взаимодействия с шумом.
Кроме оптических систем СР возникает также в физике
твердого тела (тунельные диоды [4], джозефсоновские
контакты [5]), в химических системах [6], в биологии при
моделировании возбуждения нейронов [7]. Из-за универ-
сальности явления можно ожидать его обнаружение и в
других областях науки.

Если СР достаточно полно исследован в отдельной
бистабильной системе [8–10], то в случае ансамбля вза-
имодействующих между собой бистабильных элементов
СР исследован недостаточно. Известно, что численный
анализ [11] указывает на усиление СР при включении
взаимодействия. Характерными признаками СР являются
аномальный рост либо восприимчивости системы, либо
отношения сигнал–шум, либо фурье-образа автокорреля-
ционной функции с увеличением интенсивности шума в
определенном диапазоне. Однако необходимым условием
существования эффекта СР является усиление отклика
шумящей системы на сигнал по сравнению с откликом
нешумящей системы.

Цель данной работы — аналитическое определение
и сравнение между собой стационарных откликов це-
почки взаимодействующих бистабильных элементов как
с учетом, так и без учета воздействия на нее шума.
Рассматриваемые уравнения совпадают с одномерным
уравнением Гинзбурга–Ландау, записанного в конечных
разностях. Ниже будет показано, что отклик шумящей
системы превышает отклик нешумящей системы на фак-
тор, который экспоненциально растет с ростом констан-
ты связи. Следовательно, взаимодействие бистабильных
элементов может в значительной мере увеличить отно-
шение сигнал–шум.

Отклик системы на сигнал без учета
воздействия шума

Рассмотрим цепочку, состоящую из N взаимодейству-
ющих между собой бистабильных элементов на основе
следующей системы уравнений:

dηn

dt
= −U ′n + g(ηn+1 − 2ηn + ηn−1) + F cos(ωt), (1)

где

Un = −
a
2
η2

n +
b
4
η4

n

— потенциал отдельного бистабильного элемента; g —
постоянная взаимодействия соседних элементов цепоч-
ки; F и ω — амплитуда и частота внешнего поля;
n = 1, 2, . . . ,N.

В качестве граничных условий рассматриваются усло-
вия цикличности

ηN+1 = η1, ηN = η0, (2)

т. е. первый элемент взаимодействует не только со вто-
рым, но и с последним элементом цепочки. Удобно вве-
сти безразмерные величины xn = ηn

√
b/a и представить

(1) в виде
dxn

dt
= −

∂W
∂xn

+ hcos(ωt),

W =
N∑

n=1

(Vn− gxnxn+1), Vn = −
a− 2g

2
x2

n +
a
4

x4
n, (3)

где W — потенциальная функция цепочки, h = F
√

b/a.
Система ведет себя устойчивым образом в окрестно-

сти точек zn, где функция W минимальна. Они находятся
из решения следующей системы уравнений:

−
∂W
∂xn

∣∣∣∣
xn=zn

= a(zn− z3
n) + g(zn+1 − 2zn + zn−1) = 0. (4)

В работе будут рассматриваться системы бистабиль-
ных элементов с относительно небольшими постоянны-
ми связи, удовлетворяющими неравенству g � a. При
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этом решение (4) можно искать в виде ряда по степеням
g. В отсутствие связи между элементами zn = σn = ±1.
В первом приближении по g имеем

zn = σn +
g
2a

∆σn, (5)

где ∆σn = σn+1 − 2σn + σn−1.
Можно показать, что второй дифференциал d2W в

окрестности точек zn положителен и они действительно
являются точками локального минимума потенциальной
функции W. Стартуя из некоторого начального состоя-
ния, система по истечении времени динамической релак-
сации окажется в точках zn устойчивого равновесия. При
воздействии на цепочку небольшого внешнего поля с
амплитудой h� a ее движение также будет происходить
вблизи точек zn. Поэтому для определения реакции
цепочки на внешнее поле решение исходных уравнений
(3) можно искать в виде

xn = σn + yn, |y| � 1.

Небольшие отклонения yn находятся из следующей
линеаризованной системы уравнений (3):

dyn

dt
=− 2ayn + g(yn+1 − 2yn + yn−1)

+ g∆σn + hcos(ωt). (6)

Решение (6) есть сумма общего решения однородного
уравнения и частного решения неоднородного уравне-
ния. Запишем общее решение однородного уравнения

y(0)
n =

∑
α

Cαe(α)
n exp(µαt). (7)

Здесь Cα — постоянные, определяемые начальными
условиями; e(α)

n и µα — собственные вектора и собствен-
ные значения релаксационной матрицы Rnm

N∑
m=1

Rnme(α)
m = µαe(α)

n ,

Rnn = −2(a + g), Rn,n−1 = Rn,n+1 = g. (8)

Нетрудно убедиться в том, что µα < 0 и, следователь-
но, решение (7) с течением времени стремится к нулю.
Действительно, пусть en нормирован на единицу (индекс
α ниже опускается). Тогда из (8) с учетом условий
цикличности (2) получаем

µ =
N∑

n=1

(Rnne
2
n + Rn,n−1enen−1 + Rn,n+1enen+1)

= −2a− g
N∑

n=1

(en − en+1)
2.

Отсюда следует, что абсолютные величины µα больше
или порядка 2a. Обратное значение (2a)−1 определяет

характерное время динамической релаксации из неустой-
чивого в устойчивое состояние системы.

Из физических соображений ясно, что при стационар-
ном воздействии на цепочку внешнего поля характер
движения параметра порядка для каждого элемента це-
почки одинаков. Поэтому частное решение, соответству-
ющее воздействию поля, не зависит от номера элемента
цепочки. Легко видеть, что частное решение неоднород-
ного уравнения (6) имеет вид

y(H)
n =

g
2a

∆σn +
h

√
4a2 + ω2

cos(ωt − ϕ), (9)

где tan (ϕ) = ω/(2a), а ∆σn определен формулой (5).
Формулы (7) и (9) задают отклик или реакцию цепоч-

ки на переменное внешнее поле без учета воздействия
на цепочку шума. Для моментов времени t � (2a)−1

находим стационарный отклик

xn = σn + y(H)
n =

[
zn +

h
√

4a2 + ω2
cos(ωt − ϕ)

]
ω�2a

= zn +
h
2a

cos(ωt). (10)

Отклик системы при воздействии
на нее шума

Проанализируем теперь отклик системы при одновре-
менном воздействии на нее и внешнего поля, и шума. Для
этого в правую часть уравнения (3) добавим случайную
силу ξ(t), которая моделирует, например, воздействие
термостата на цепочку и определяется следующими мо-
ментами:〈

ξn(t)
〉

= 0,
〈
ξn(t)ξm(t ′)

〉
= 2dδnmδ(t − t ′),

где d — интенсивность шума.
Полученная таким образом система ланжевеновских

уравнений эквивалентна кинетическому уравнению для
функции распределения G(x1, x2, . . . , xN, t)

∂G
∂t

=
N∑

n=1

∂

∂xn

{[
W′n − hcos(ωt)

]
G + d

∂G
∂xn

}
(11)

с граничными условиями(
W′nG + d

∂G
∂xn

)
xn→±∞

= 0. (12)

Будем интересоваться средним значением параметра
порядка отдельного бистабильного элемента

〈xn〉 =

∫
xnGdx1dx2 . . . dxN.

Амплитуду поля по-прежнему полагаем малой
(h � d), что дает возможность искать функцию
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распределения в первом порядке теории возмущений
по h,

G = G(0) + hG(1). (13)

Подставляя (13) в (11) и приравнивая члены с одина-
ковыми степенями h, имеем

∂G(0)

∂t
=

N∑
n=1

∂

∂xn

(
W′nG(0) + d

∂G(0)

∂xn

)
,

∂G(1)

∂t
=

N∑
n=1

∂

∂xn

(
W′nG(1) + d

∂G(1)

∂xn

)
− cos(ωt)

N∑
n=1

G(0)

∂xn
.

Граничные условия для G(0) и G(1) аналогичны (12).
Рассмотрим стационарный процесс воздействия внеш-

него поля на цепочку. Для достаточно больших моментов
времени наблюдения (t > τ — характерное время
релаксации) функция распределения G(0) практически
равновесна и имеет вид

G(0) = Cexp

(
−

W
d

)
,

C−1 =

∫
exp

(
−

W
d

)
dx1 dx2 . . . dxN. (14)

При этом, определяя отклик системы на внешнее поле,
достаточно найти решение стационарного уравнения для
G(1) или в силу рассматриваемых граничных условий
следующего уравнения:

W′nG(1) + d
∂G(1)

∂xn
= cos(ωt)G(0).

Полагая

G(1) = ϕ(1) exp

(
−

W
d

)
,

находим

ϕ(1) = ϕ
(0)
0 +

C
d

cos(ωt)
N∑

i=1

xi.

Так как равновесная функция распределения (14) явля-
ется четной, то она вклада в среднее значение параметра
порядка не дает. Поэтому

〈xn〉 =
Ch
d

cos(ωt)In,

In =
N∑

i=1

∫
xixn exp

(
−

W
d

)
dx1 dx2 . . . dxN. (15)

Формула (15) задает стационарный отклик цепочки на
сигнал с частотой ω � τ−1 � a.

Возникшие в (15) статистические интегралы вычисля-
ются с помощью метода перевала, что правомерно для
небольших интенсивностей шума по сравнению с вы-
сотой потенциального барьера бистабильного элемента
(d � a). Вычислим сперва постоянную C нормировки

функции распределения. Интегрируя раздельно по каж-
дой переменной xn, получаем

C−1 = CN
0 Z,

Z =
∑
σ1

∑
σ2

· · ·
∑
σN

× exp
[
k(σ1σ2 + σ2σ3 + . . . + σNσ1)

]
, (16)

где

C0 =
(π
λ

)1/2
exp

(
λ

4

)
,

λ = a
d , k = g

d , σn = ±1.
Величина Z совпадает со статсуммой в одномерной

модели Изинга для ферромагнетика и вычисляется по
известным правилам (см., например, [12])

Z = Sp (PN), P =

(
ek e−k

e−k ek

)
.

Так как шпур матрицы не изменяется при унитарных
преобразованиях, то нетрудно найти преобразование S,
которое диагонализует матрицу P,

S=

(
1 −1
1 1

)
, S−1 =

1
2

(
1 1
−1 1

)
,

P̃ = S−1PS=

(
ek + e−k 0

0 ek − e−k

)
.

Отсюда

Z = Sp (P̃N) = (ek + e−k)N + (ek − e−k)N. (17)

Обратимся теперь к расчету статистического интегра-
ла In. Снова интегрируя раздельно по каждой перемен-
ной, находим

I = CN
0

(
Z

2λ
+ S

)
,

S=
N∑

i=1

∑
σ1

∑
σ2

· · ·
∑
σN

σiσN

× exp
[
k(σ1σ2 + σ2σ3 + . . . + σNσ1)

]
. (18)

Из-за условий цикличности все элементы в цепочке
равноправны, поэтому величины In и Sn не зависят от
индекса n. Именно поэтому индекс n опущен в форму-
ле (18). Отметим также, что первый член в формуле (18)
возник в результате вычисления следующего интеграла
по переменной xn

∞∫
−∞

x2
n exp

[
−λ(xn − σn)

2
]

dxn = σ2
n +

1
2λ
.

Для расчета суммы S рассмотрим отдельно случаи с
i = n, i = n ± 1, i = n ± 2 и т. д. В случае i = n
член суммы S совпадает с уже найденной статсуммой Z.
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При рассмотрении случая соседних элементов цепочки
используется очевидное равенство∑

σ1

∑
σ2

. . .
∑
σN

σnσn±1 exp
[
k(σ1σ2 + . . . + σNσ1)

]

=
1
N
∂Z
∂k

= (ek + e−k)N−1(ek − e−k)

+ (ek − e−k)N−1(ek + e−k).

Нетрудно сделать обобщение, справедливость которо-
го можно проверить путем прямых вычислений∑

σ1

∑
σ2

. . .
∑
σN

σnσn±m exp
[
k(σ1σ2 + . . . + σNσ1)

]
= (ek + e−k)N−m(ek − e−k)m

+ (ek − e−k)N−m(ek + e−k)m. (19)

Заметим, что в предельном случае m = N формула
(19) совпадает со статсуммой Z. Это вполне понятно,
так как число N является периодом цепочки и σn±N = σn,
σ2

n = 1. Используя формулу (19), находим сумму S

S=
N∑

m=0

∑
σ1

∑
σ2

· · ·
∑
σN

σnσn+m

× exp
[
k(σ1σ2 + . . . + σNσ1)

]
= S1 + S2,

S1 =
N−1∑
m=0

(ek + e−k)N−m(ek− e−k)m = (ek + e−k)N 1− αN

1− α
,

S2 =
N−1∑
m=0

(ek − e−k)N−m(ek + e−k)m = αS1,

где α = tanh (k).

Обсуждение полученных результатов

Пусть цепочка состоит из очень большого числа N
бистабильных элементов. Так как α < 1, то малой вели-
чиной αN можно пренебречь по сравнению с единицей и
получить окончательный результат

〈xn〉 =

[
h
2a

+
h
d

exp(2k)

]
cos(ωt). (20)

Формула (20) определяет средний отклик одномерно-
го ансамбля бистабильных элементов на периодический
сигнал с частотой ω � τ−1. В случае высоких частот
необходимо анализировать нестационарное уравнение
для функции распределения G(1).

Сравним теперь отклик (20) на сигнал с откли-
ком (10), полученным без учета воздействия шума на
цепочку. Во-первых, в (20) нет постоянного члена, кото-
рый имеется в (10) и определяет положение минимума

потенциала. Это объсняется тем, что при воздействии
шума, происходят переходы через потенциальный барьер
бистального элемента и вероятности оказаться в левой
или правой ямах потенциала совершенно одинаковы. При
отсутствии шума система, попав в одну из потенциаль-
ных ям, находится там постоянно, что и отражается
наличием в (10) члена zn. Во-вторых, как и должно быть,
формулы (10) и (20) содержат одинаковый динамический
отклик на сигнал, пропорциональный h/2a. В-третьих,
результат взаимодействия сигнала и шума представлен
вторым членом в формуле (20). Следует отметить
резкую экспоненциальную зависимость этого члена от
постоянной связи g. Хотя в анализе параметры g и d
полагались малыми по сравнению с постоянной a, но
их отношение k = g/d может существенно превышать
единицу. При этом вызванный шумом отклик системы на
сигнал на порядок или больше превышает динамический
отклик. В отсутствие связи между элементами цепочки
при g = 0 каждый из них статистически независим и
(20) совпадает с откликом [9] на сигнал для отдельного
бистабильного элемента.

Таким образом, проведенное исследование показыва-
ет, что взаимодействие бистабильных элементов при
определенных условиях существенно усиливает отклик
на сигнал за счет воздействия на систему шума. Это
означает также, что эффект СР, исследованный доста-
точно полно для отдельного бистабильного элемента,
в ансамбле взаимодействующих элементов должен про-
явиться в еще большей мере. Усиление происходит за
счет энергии термостата, моделью которого является
случайная сила ξ(t).

Наконец, обратим внимание на то, что исследованная
цепочка взаимодействующих бистабильных элементов
является непрерывным аналогом одномерной модели
Изинга для ферромагнетиков [12]. Как следствие этого
классический статистический интеграл совпал с точно-
стью до численного множителя с квантовой статсуммой.
Поэтому с большой степенью вероятности можно ожи-
дать реализацию эффекта СР и в ферромагнетиках.

Эффект усиления СР в результате взаимодействия
бистабильных элементов можно обнаружить, например,
в радиофизических устройствах. Известно [4], что тун-
нельный диод, включенный последовательно с активным
сопротивлением R и источником напряжения, задаю-
щим гармонический сигнал, постоянную составляющую
и шум, является бистабильным элементом. Параметром
порядка здесь служит величина U−U0, где U — напряже-
ние на емкости C, включенной параллельно туннельному
диоду, U0 — центральная точка падающего участка
ампер-вольтной характеристики с отрицательным сопро-
тивлением |RT | ∼ 1 kΩ. Оценки показывают, что для
C ∼ 1 nF параметры a и b потенциальной функции U
составляют значения 106 s−1 и 3 · 106 s−1V−2 соответ-
ственно. Случай взаимодействующих бистабильных эле-
ментов реализуется при последовательном соединении
туннельных диодов. Роль постоянной взаимодействия
играет величина g = (RC)−1. Как показывает анализ,
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с ростом R параметры a и b насыщаются. Поэтому
необходимое из теории условие g� a выполняется для
R� |RT |. При этом частота ω гармонического сигнала
должна удовлетворять условию ω � a.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект
№ 96-02-18692.
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