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На основе применения интеграла Фурье построена приближенная теоретическая модель расчета полей
отражения и преломления гауссова светового пучка на плоской границе раздела двух изотропных сред.
Вблизи критического угла падения данная модель предсказывает наличие двух преломленных пучков, один из
которых смещен вдоль границы на величину сдвига Гооса–Хенхен, причем для каждого из них имеют место
кривизна фазовых фронтов и несовпадение эффективных направлений распространения энергии и фазы, как
в анизотропной среде.

С явлениями отражения и преломления волн при-
ходится часто встречаться в самых различных обла-
стях физики. Казалось бы, существует простая и на-
дежная теоретическая модель этих явлений, основан-
ная на плосковолновом приближении и использовании
формул Френкеля [1–4]. Однако такое приближение
оказывается не вполне корректным в условиях полного
внутреннего отражения. Действительно, вблизи плос-
кой границы раздела двух прозрачных сред при углах
падения волны, сколь угодно меньших угла полного
внутреннего отражения (критического угла), поле в
преломляющей среде описывается бегущей однородной
волной, а при углах падения, сколь угодно бо́льших
критического, — неоднородной волной, затухающей в
направлении от границы [1–4]. Налицо разкий скачок
качественного состояния модельной системы, которого
на самом деле не происходит [2,3]. Дело в том, что
реальные волновые поля всегда ограничены и неод-
нородны в пространстве, а закономерности отражения
и преломления пространственно ограниченных волно-
вых пучков отличаются от таковых для безграничной
плоской волны [2–4]. Особенно существенным это
отличие оказывается в условиях полного внутреннего
отражения.

До сих пор теоретические исследования полного
внутреннего отражения пространственно ограниченных
пучков сводились к изучению отраженного поля, по-
скольку для преломленного поля получаются слишком
громоздкие интегральные выражения [2–6]. Насколько
нам известно, только в работе [7] теоретически из-
учалось преломленное поле неоднородного светового
пучка в условиях полного внутреннего отражения. В
этой работе было построено точное решение диффе-
ренциального уравнения для волновой функции прело-
мленного поля в виде двойного интеграла и найдено
его простое асимптотическое приближение, которое,
однако, не дает возможности описать некоторые эф-
фекты, например сдвиг Гооса–Хенхен [3,5,6]. Целью
данной работы является разработка более адекватной
приближенной теории расчета полей при отражении и

преломлении гауссова пучка, который является самой
простой моделью пространственно ограниченного свето-
вого поля.

Пусть на плоскую границу раздела двух изотропных
сред x = 0 с диэлектрическими проницаемостями εi

(при x< 0) и ε (при x> 0) со стороны отрицательных x
под некоторым углом, не равным π/2, падает гауссов
световой пучок, волновое поле которого на границе
записывается в виде

Ui(0, z) = exp(−z2/w2 + iβbz), (1)

где βb и w — постоянная распространения и эффективная
полуширина пучка вдоль границы (временно́й множи-
тель exp(−iωt) здесь опущен, а зависимостью поля от
тангенциальной координаты y, перпендикулярной плос-
кости падения, будем пренебрегать).

Диэлектрические проницаемости εi и ε могут быть
комплексными величинами, т. е. допускается наличие
поглощения в обеих средах. Разложим функцию (1)
в интеграл Фурье по плоским волнам с постоянными
распространения β вдоль границы, тогда поле падающего
пучка вблизи последней представится следующим обра-
зом [3,4]:

Ui(x, z) =

+∞∫
−∞

A(β) exp
(
iαix + iβz

)
dβ;

A(β) =
(
w/2π1/2) exp(−w2[β − βb]

2/4
)
, (2)

где αi =
(
k2

0εi − β2
)1/2

— нормальная к границе ком-
понента волнового вектора каждой фурье-составляющей
поля; k0 = ω/c — волновое число.

Отраженное Ur и преломленное U поля также будем
искать в виде интегралов Фурье. Учитывая, что каждая
плосковолновая фурье-компонента отражается и прело-
мляется независимо от других, можно сразу записать
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интегральные выражения для этих полей [3,4]

Ur(x, z) =

+∞∫
−∞

R(β)A(β) exp(−iαix + iβz)dβ;

U(x, z) =

+∞∫
−∞

T(β)A(β) exp(iαx + iβz)dβ, (3)

где

α =
(
k2

0ε − β
2
)1/2

; R(β) = (αiΘ−αΘi)/(αiΘ+αΘi),

T(β) = 1 + R(β) = 2αiΘ/(αiΘ + αΘi) (4)

— френелевские коэффициенты отражения и преломле-
ния [1–4]; Θ = Θi = 1 для TE-поляризации падающего
светового поля и Θ = ε, Θi = εi для TM-поляризации.

В дальнейшем удобно использовать представление
коэффициентов R и T (4) через параметр v, который
будем называть параметром отражения

R(β) = exp(−2v); T(β) = 1 + exp(−2v);

v = arth(αiΘ/αΘi) =
1
2

ln

(
1 + αΘi/αiΘ

1− αΘi/αiΘ

)
. (5)

Физический смысл этого параметра вполне очевиден:
его вещественная и мнимая части определяют изменение
интенсивности и фазы плоской волны при отражении.

Чтобы найти пространственное распределение отра-
женного и преломленного полей, достаточно подставить
(4), (5) в (3) и вычислить получившиеся интегралы.
Интегральные выражения такого типа часто встречаются
в различных задачах распространения волновых пучков в
слоистых системах [3,8], в частности при расчетах полей
возбуждения в плоских диэлектрических волноводах [9].
Поэтому наряду с изложением конкретных результатов
вычислений в данной работе имеет смысл отметить и
некоторые нестандартные приемы их выполнения.

При вычислении подобных интегралов обычно при-
меняется приближение, использующее малость длины
световой волны λ = 2π/k0 по сравнению с полуши-
риной пучка пучка w, т. е. условие k0w � 1 [3–6,8].
Тогда функция A(β) в интегралах (2), (3) ока-
зывается заметно отличной от нуля в очень уз-
ком интервале изменения переменной интегрирования
βb(1 − 2/βbw) < β < βb(1 + 2/βbw), что дает
возможность использовать для параметра αi линейное
приближение по аргументу β

αi(β) ≈ αib − σi(β − βi); αib =
(
k2

0εi − β
2
b

)1/2
;

σi = βb Re(1/αib). (6)

Нормальная компонента усредненного волнового век-
тора пучка αib может быть комплексной из-за погло-
щения, но вследствие малости показателя поглощения

можно пренебречь мнимой частью параметра σi . В про-
тивном случае, т. е. при сильном поглощении в полубес-
конечной среде, на границе раздела x = 0 возбуждающее
поле (2) становится пренебрежимо малым.

Подставляя разложение (6) в (2), для падающего поля
получаем

Ui(x, z) = exp
(
−[z− σix]2/w2 + i[βbz+ αibx]

)
.

Это — известное выражение поля гауссова пучка в
пренебрежении поперечным дифракционным расплыва-
нием амплитуды (в геометрооптическом приближении),
которое справедливо на небольших расстояниях от рас-
сматриваемой границы

(
|x| � k0w2

)
[4,8]. Здесь фаза

поля определяется продольной координатой распростра-
нения пучка (βbz+αibx), а интенсивность — поперечной
координатой (z− σix).

Для отраженного и преломленного полей такая про-
стая процедура линеаризации спектральной зависимости
α от β срабатывает только при углах падения пучка,
заметно меньших или бо́льших критического, т. е. когда
βb(1 + 4/βbw) < βc или βb(1 − 4/βbw) > βc, где
βc = k0(Re ε)1/2. Тогда справедливо приближение

α(β) ≈ αb− βb(β − βb)/αb; αb =
(
k2

0ε − β
2
b

)1/2
. (7)

Однако если величина βc попадает в интервал ин-
тегрирования βb(1 − 2/βbw) 6 β 6 βb(1 + 2/βbw),
то параметр αb оказывается очень малым или вообще
может обратиться в нуль, так что приближение (7) будет
некорректным. Чтобы обойти эту трудность, используем
разложение параметра α по β не в точке βb, а в точке
β = βb + s ≡ βw, где s — некоторая комплексная ве-
личина. Расчеты, проведенные при различных значениях
данной величины, и их сравнение с точными решения-
ми [7] показывают, что оптимальным является значение
s = −(1 + i)/2w. Это соответствует разложению

α(β) ≈ αw− βw(β − βw)/αw ≈ αB− σ(β − βb), (8)

где
βw = βb − (1 + i)/2w;

αw =
(
k2

0ε − β
2
w

)1/2
≈
[
k2

0ε − β
2
b + βb(1 + i)/w

]1/2
;

αB = αw− βb(1 + i)/2wαw; σ = βb/αw. (9)

Первый член разложения (8) αB отличается от тако-
вого αb в разложении (7) комплексной добавкой под
знаком квадратного корня. Очевидно, что при больших
значениях разности

∣∣k2
0ε − β

2
b

∣∣, т. е. вдали от области
полного внутреннего отражения, этой добавкой можно
пренебречь, но вблизи критического угла падения она
обеспечивает конечное значение коэффициента σ (9)
(по крайней мере в среде без усиления, с неотрица-
тельным Im ε) и тем самым корректность линейного
представления (8).
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В помощью (6), (8) можно найти аналогичное прибли-
жение для параметра отражения (5)

v≈ vB + q(β − βb); vB = arth

(
ΘiαB

Θαib

)
;

q≈
ΘiΘk2

0(ε − εi)σ

αib
(
Θ2α2

ib −Θ2
i α

2
b

) (10)

или, поскольку σ достигает достаточно большой величи-
ны только при углах падения, близких к критическому,

q≈ −Θiσ/Θαib.

Подставляя (5), (6), (8), (10) в (3), можно вычислить
функцию пространственного распределения поля отра-
женного и преломленного пучков. Для отраженного поля
получим

Ur(x, z) = exp
(
−2vB + 4q2

Rw−2 −
[
z+ σix− 2qI

]2
w−2

+ i
{
βbz− αibx− 4qR[z+ σix− 2q]

})
. (11)

Здесь и ниже индексы R и I у какой-либо величины
представляют собой согращенное обозначение ее веще-
ственной и мнимой части.

Из (11) следует, что эффективный параметр отраже-
ния veff будет определяться как

veff = vB− 2q2
R/w2. (12)

Даже с учетом того, что величина vB (10)
не совпадает со значением параметра отражения
vF = arth(Θiαb/Θαib), соответствующим формулам
Френеля [1–4], величина вещественной части veff

оказывается меньше vF , поэтому средний коэффициент
отражения R = exp(−2veff) по величине будет несколько
больше френелевского. Кроме того, пучок как целое
смещается вдоль границы (оси z) на расстояние

∆z = 2qI ≈ 2ΘiβbαwI/Θk0
(
α2

wR + α2
wI

)
(εi − εR)1/2,

(13)
т. е. имеет место эффект Гооса–Хенхен [3–6], неодинако-
вый для TE- и TM-поляризаций поля.

Выражение (11) описывает еще один эффект: на-
правление распространения фазы отраженного пучка,
определяемое мнимым показателем экспоненты (11),
не совпадает с продольной координатой (βbz − αibx),
параллельной линиям постоянной интенсивности поля.
Эта продольная координата, очевидно, будет определять
направление распространения энергии пучка (11). Сле-
довательно, эффективная волновая нормаль отклонена от
лучевой нормали в сторону границы на угол

δr = 4Θiε
1/2
R αwR/Θ(εi − εR)k0w2

(
α2

wR + α2
wR

)
,

который неодинаков у TE- и TM-поляризаций поля.
Таким образом, для отраженного пучка в изотропной

среде может иметь место эффект наведения анизотропии,
вызывающей слабое двулучепреломление.

Все эти эффекты, обусловленые пространственной не-
однородностью падающего поля, проявляются в наиболь-
шей степени при углах падения, близких к критическому.
Оценим их порядок в этом оптимальном случае

veff = vB−Θ2
i ε

1/2
R /Θ2(εi − εR)k0w;

∆z/w = (Θi/Θ)ε
1/4
R

{
2/(εi − εR)k0w

}1/2
;

δr =
{

23/2Θiε
1/4
R /Θ(εi − εR)

}
(k0w)−3/2. (14)

Сравним последнюю величину с углом раскрытия, в
котором должен распространяться гауссов пучок, т. е. с
углом его дифракционного расплывания, которое выше
не учитывалось. Данный угол равен (2/k0w) [4,8] и
оказывается много бо́льшим угла δr (14). Отсюда
следует, что эффект дифракционного расплывания будет
сильнее эффекта углового смещения волновой нормали
и, видимо, не позволит его наблюдать экспериментально.

Для преломленного поля (3) нельзя пренебречь мни-
мой частью коэффициента σ (9) линейного разложе-
ния α по β (8), как это делалось для падающего и
отраженного пучков у αi (6). При этом интегралы (3) в
выражении для U оказываются интегралами вида

+∞∫
−∞

exp
(
−[β − βb − iC]2 − 2iσx[β − βb]/w

)
dβ, (15)

в которых при больших x нарушается корректность ли-
нейной аппроксимации — для x(β−βb)σI > 0 получает-
ся сильно завышенное значение подынтегральной функ-
ции. Чтобы преодолеть эту трудность, заменим аргумент
(β−βb) у слагаемого с xσI в (15) его средним значением
iC/2 по эффективному интервалу интегрирования. Тогда
будем иметь следующее приближенное представление
преломленного поля (3):

U(x, z) = exp
(
iαBx + iβbz

){
exp
(
−[z− σRx]2/w2

+ iσI [z− σRx]x/w2
)

+ exp
(
−2vB + 4q2

Rw−2

− [z− σRx− 2qI ]
2/w2 + i[σI x− 4qR]

× [z− σRx− 2qI ]/w2 − 2qRσI x/w2
)}
, (16)

которое представилось в виде суперпозиции полей двух
пучков. На границе раздела x = 0 их амплитуды равны
амплитудам падающего (1) и отраженного (11) пучков
соответственно, причем второй пучок смещен вдоль гра-
ницы относительно первого на величину сдвига Гооса–
Хенхен (13) (рис. 1). Поверхности постоянной фазы обо-
их пучков (16), вообще говоря, не являются плоскими и
обладают постоянной кривизной K = 2σRσI/βbw2. Экс-
тремальное значение Ke = −1/2w достигается при углах
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Рис. 1. Схема отражения и преломления пучка вблизи
критического угла падения.

падения, близких к критическому. В этой же области
максимальными будут и другие эффекты: уменьшение
параметра отражения у второго преломленного пучка на
такую же величину (12), что и у отраженного поля, а
также несовпадение коэффициентов амплитудного зату-
хания для преломленных пучков на величину 2qRσI/w2.
Легко заметить еще один эффект, аналогичный эффек-
ту наведенной анизотропии для отраженного поля, —
несовпадение направлений распространения интенсив-
ности, перпендикулярных плоскостям z− σRx = const,
z − σRx − 2qR = const, с направлениями распростра-
нения фазы, которые определяются главным образом
координатной зависимостью (αBx + βbz) в (16). Оно
характеризуется углом

δ ≈
(
1− αBRσR/βb

) (
1 + σ2

R

)−1/2

между векторами эффективной фазовой и лучевой нор-
мали, максимальное значение которого δ ≈ (βbw)−1/2

достигается опять же в области углов падения, близких
к критическому.

Если учесть, что волновые пучки, используемые
в оптике и акустике, обычно подчиняются условию
(k0w)1/2 � 1, то выражения (11) и (16) для отраженного
и преломленного полей упростятся следующим образом:

Ur(x, z) ≈ RB exp
(

i[βbz− αibx]− [z+ σix]2/w2
)

;

U(x, z) ≈ TB exp
(

i[βbz+ αBx]− [z− σRx]2/w2

+ iσI [z− σRx]x/w2
)
, (17)

где RB = exp(−2vB) = (αibΘ − αBΘi)/(αibΘ + αBΘi),
TB = 1 + RB = 2αibΘ/(αibΘ + αBΘi) — коэффициенты
отражения и прохождения для усредненных направлений
распространения.

Применительно к таким пучкам почти все рассмотрен-
ные выше эффекты окажутся пренебрежимо малыми, за

исключением, вероятно, эффектов кривизны волнового
фронта и несовпадения направлений фазовой и лучевой
нормали преломленного пучка.

На рис. 2 представлены графики, иллюстрирующие
пространственную структуру поля (17), преломленного

Рис. 2. Пространственное распределение интенсивности I
и фазы ϕ поля, преломленного на границе двух прозрачных
сред с показателем преломления ε

1/2
i = 1.6 и ε1/2 = 1.5 в

случаях, когда угол падения меньше критического на 5′′ (a),
равен критическому (b) и больше критического на 5′′ (c). По
оси x масштаб увеличен в 200 раз по сравнению с масштабом
вдоль оси z.
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Рис. 2 (продолжение).

на границе двух прозрачных сред, когда k0w = 4.1 · 104.
Быстрое изменение фазы по оси z, даваемое множителем
exp(iβbz), при построении графиков не учитывалось.
Сравнение рис. 2 с соответствующими графиками рабо-
ты [7] показывает, что приближение (17) гораздо лучше
аппроксимирует точное решение, чем приближенное ре-
шение, полученное в [7]. В частности, оно позволяет
описать нелинейную зависимость фазы от нормальной
координаты x. Как показывает рис. 2 и выражения (9),
(17), для гауссова пучка механизм затухания в преломля-
ющей среде ”включается” постепенно, еще до того как
возрастающий угол преломления достигает критическо-
го значения (примерно при βc−βb 6 1/8w, βc = k0ε

1/2
R ),

а осциллирующая зависимость от нормальной координа-
ты исчезает несколько позже (при βb−βc > 1/8w). Про-
исходит это таким образом, как будто пространственная
неоднородность пучка несколько увеличивает показатель
преломления и вызывает малый показатель поглощения
в прозрачной среде (см. выражение (9) для αw). Нали-
чие естественного поглощения в преломляющей среде
делает эти эффекты пространственной ограниченности
пучка менее заметными [7], а в усиливающей среде
(Im ε < 0) развитая выше теория будет справедливой
только при | Im ε| < 1/k0w, т. е. при очень малых
значениях коэффициента усиления.
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