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Рассматривается излучение Вавилова–Черенкова в круглом регулярном идеальном волноводе с киральным
заполнением. Исследуются особенности спектра излучения, возбуждаемого движущимся вдоль оси волновода
зарядом. Получены выражения для потери энергии движущегося заряда.

В последнее время активно обсуждается электродина-
мика киральных сред (см., например, [1] и указанную там
литературу). Особый интерес здесь отмечается к приме-
нению киральных сред в СВЧ диапазоне. Так, в [2–4]
исследовались особенности распространения электро-
магнитных волн в волноводах различных конфигураций.
В связи с этим возникает вопрос о различных способах
возбуждения киральных волноводов. Одним из эффек-
тивных способов возбуждения является использование
эффекта Вавилона–Черенкова [5]. Ниже на примере кру-
глого волновода с киральным заполнением исследуются
особенности этого способа возбуждения волноводов.

Рассмотрим регулярный волновод с круглым попе-
речным сечением радиуса a, ось которого совпадает с
осью 0z, а поперечное сечение расположено в плоскости
x0y. Стенки волновода обладают бесконечной проводи-
мостью и его объем заполнен киральной средой, матери-
альные уравнения которой можно записать в виде [1]

D = εE− iχH, B = µH + iχE, (1)

где ε, µ — диэлектрическая и магнитная проницаемости
среды; χ — параметр киральности.

По оси волновода движется с постоянной скоростью v
точечный заряд q, создающий плотность заряда и тока
вида ρ = qδ(z − vt)δ(x)δ(y); j = ρv или в фурье-
представлении по времени

ρω =
q

2πv
exp

(
−i
ω

v
z

)
δ(x)δ(y), jω = ρωv. (2)

Удобным аппаратом для представления полей оказыва-
ется введение потенциалов [3], связанных с источниками
поля уравнением

∆Ψ1,2ω + k2n2
1,2Ψ1,2ω = 4π

√
ε/µi

×
{
−1/n1,2ω/vρω + k/cn1,2 jωz

}
, (3)

где k = ω/c, n1,2 = n±χ, n =
√
εµ, и индекс 1 относится

к верхнему значку, 2 — к нижнему, зависимость же всех
величин от z в виде фактора exp

(
−i(ω/v)z

)
здесь и ниже

опускается.

Тогда из-за симметрии задачи Ψ1,2 = Ψ1,2(r) и век-
торы поля через потенциалы выражаются следующими
соотношениями [6]:

Eωr = −
i
2
ω

v
∂

∂r
(Ψ1ω/κ2

1 + Ψ2ω/κ2
2),

Hωr =
1
2
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∂
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2),

Eωϕ =
k
2
∂

∂r
(−n1Ψ1ω/κ2

1 + n2Ψ2ω/κ2
2),

Hωϕ = −
ik
2

√
ε/µ

∂

∂r
(n1Ψ1ω/κ2

1 + n2Ψ2ω/κ2
2),

Eωz = (Ψ1ω + Ψ2ω)/2,

Hωz = i
√
ε/µ(Ψ1ω + Ψ2ω)/2, (4)

где κ1,2 = (ω/v)σ1,2, σ1,2 =
√
β2n2

1,2 − 1, β = v/c.

Решение задачи будем искать в виде суммы частного
решения неоднородной системы уравнений (3) для без-
граничной киральной среды и общего решения однород-
ной системы (3), предполагая, что βn1 > 1, βn2 > 1,

Ψ1,2ω = iq/π
√
µ/εκ1,2/ωn2

1,2K0(κ1,2r)

+ α1,2J0(κ1,2r). (5)

Первое слагаемое в (5) описывает поле заряда в
безграничной киральной среде и находится аналогично
тому, как это делается для обычных акиральных сред
(см., например, [6]), коэффициент же α1,2 определяется
из граничных условий на стенках волновода

Eωϕ = 0, Eωz = 0 при r = a. (6)

Соответствующая постановка (5) в (6) позволяет
удовлетворить условиям (6) и определить неизвестные
коэффициенты α1,2 в виде

α1,2 = ∆1,2/∆, (7)

где

∆ = J0(κ1a)J1(κ2a)n2/κ2 + J0(κ2a)J1(κ1a)n1/κ1, (8)
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∆1 = −iq/π
√
µ/ε1/ω

[{
κ2

1/n1K0(κ1a)

+ κ2
2/n2K0(κ2a)

}
J1(κ2a)n2/κ2

+
{
κ1K1(κ1a)− κ2K1(κ2a)

}
J0(κ2a)

]
,

0̧mmes

∆2 = −iq/π
√
µ/ε1/ω

[{
κ2

1/n1K0(κ1a)

+ κ2
2/n2K0(κ2a)

}
J1(κ2a)n1/κ1

+
{
κ1K1(κ1a) + κ2K1(κ2a)

}
J0(κ1a)

]
. (9)

Излучение Вавилова–Черенкова в киральном волно-
воде, как и в обычном случае, обладает дискретным
спектром, определяемом из условия ∆ = 0 или из (8),

κ1n2J0(κ1a)J1(κ2a) + κ2n1J0(κ2a)J1(κ1a) = 0. (10)

Полное выражение для потенциалов Ψ1,2 находятся с
помощью обратного преобразования Фурье

Ψ1,2(r, z) =

∫
c

Ψ1,2ω(r) exp
(
−iω/v(z− vt)

)
dω, (11)

где контур интегрирования c выбирается вдоль действи-
тельной оси ω с обходом простых полюсов, определяе-
мых нулями соотношения (10), и с направлением обхода,
диктуемом условием излучения, причем предполагается
отсутствие у диэлектрика дисперсии, что обычно хорошо
выполняется в радиочастотной области.

Выполняя это интегрирование путем подстановки в
(12) (5) и вычисления вычетов, получим

Ψ1(r, z) =
∑

m

Fm

(
J0(κ2ma)

J0(κ1a)
− 1

)
,

Ψ2(r, z) =
∑

m

Fm

(
J0(κ1ma)

J0(κ2ma)
− 1

)
, (12)

где

Fm =
q

a2ε
{

J1(κ1ma)J1(κ2ma)(β2n1n2 − 1)/σ1σ2

−J0(κ1ma)J0(κ2ma)
}

и суммирование производится по всем m — номерам
корней уравнения (10), и в (12) для Ψ1 берется первый
индекс, для Ψ2 — второй.

Выражение (13) вместе с (4) полностью определяет
поле движущегося заряда в киральном волноводе. Для
случая βn1 > 1, βn2 < 1 в формулах (5)–(12) необходи-
мо заменить κ2 на κ′2 = iκ2 и σ2 на σ ′2 = iσ2.

Как видно из (10), в общем случае движущийся в
волноводе заряд возбуждает гибридные волны, которые
можно разбить на квази-TE-волны с продольной компо-
нентой электрического поля, пропорциональной χ при
его малых значениях, и квази-TM-волны с аналогич-
ной особенностью у продольной компоненты магнитного
поля.

При малых χ вдали от резонанса для квази-TM-поля
(10) можно разложить по χ в ряд, учитывая близость че-
ренковских частот к акиральному случаю, и с точностью
до χ4 имеем

ωm = ω0m

(
1−

β2(β2n2 + 1)

2σ4
χ2

)
, (13)

где

ω0m =
∇ν0m

aσ
, σ =

√
β2n2 − 1, (14)

ν0m — m-й корень уравнения j0(ν0m) = 0.
Аналогично для второй группы мод (квази-TM-моды)

соотношение (13) имеет вид

ω′m = ω′0m

(
1 +

β2(β2n2 + 3)

2σ4
χ2

)
, (15)

где ω′0m = ∇µ0m/aσ , µ0m — m-й корень уравнения
J1(µ0m) = 0.

Рис. 1.

Рис. 2.
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Рис. 3.

Рис. 4.

Решение уравнения (10) на ЭВМ позволяет найти
зависимость от χ частот квази-TM- и квази-TE-волн. Для
малых значений χ киральный эффект будет заметен на
пороге излучения при βn = 1. В качестве иллюстрации
на рис. 1 и 2 приведены зависимости частоты излучения
Вавилова–Черенкова от параметра киральности χ для
низших квази-TM- и TE-мод соответственно при n = 3 и
σ = 1 · 10−2 (сплошная кривая), 1.14 · 10−2 (штриховая
кривая), 1.26 · 10−2 (штрихпунктир).

Потери энергии заряда, приходящиеся на единицу
длины его траектории, как обычно, проще всего можно
найти по тормозящей силе, действующей на заряд со

стороны поля излучения: dW/dz = qEz

∣∣∣ z=vt
r=0

. Здесь

также надо выделить два случая. В первом, определя-
емом условием βn1 > 1, βn2 > 1, соответствующим
двум черенковским конусам в случае неограниченной

киральной среды, выражение для потерь имеет вид

dW
dz

= −
q
2

∑
m

Fm

(
J0(κ1ma)− J0(κ2ma)

)2

J0(κ1ma)J0(κ2ma)
. (16)

Во втором случае βn1 > 1, βn2 < 1, когда в неогра-
ниченной среде генерируется только один черенковский
конус, имеем

dW
dz

= −
q
2

∑
m

F ′m

(
J0(κ1ma)− J0(κ′2ma)

)2

J0(κ1ma)J0(κ′2ma)
,

F ′m =
q

a2ε
{

J1(κ1ma)I1(κ′2ma)(β2n1n2 − 1)/σ1σ
′
2

−J0(κ1ma)I0(κ′2ma)
} , (17)

а κ1ma, κ2ma — корни уравнения

J0(κ1a)I1(κ′2a)n2/κ′2 + I0(κ′2a)J1(κ1a)n1/κ1 = 0.

На рис. 3, 4 приведена зависимость величины
a2dW/q2dz от параметра киральности низших квази-
TM- и квази-TE-мод от χ для n = 3, σ = 1 · 10−2

(сплошная кривая), 1.14 · 10−2 (штриховая кривая),
1.26 · 10−2 (штрихпунктир). Видно, что при переходе
к акиральному случаю при χ → 0 TE-поле исчезает и
остается только поле TM.

В предельном случае при χ → 0 формулы (16),
(17) переходят в известные выражения для акиральной
среды [7]

qW
dz

=
∑

m

2q2

a2εJ2
1(κma)

,

где m — номер корня уравнения J0(κma) = 0.
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