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Численный расчет энергетического спектра тяжелых ионов
в катодном слое тлеющего разряда в смеси газов
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Разработан метод численного решения уравнения для функции распределения тяжелых ионов по полным
энергиям в катодном слое тлеющего разряда в смеси интертных газов, требующий намного меньших затрат
машинного времени, чем метод Монте-Карло. Показано, что он позволяет с удовлетворительной точностью
рассчитать энергетический спектр тяжелых ионов, бомбардирующих катод в приборах тлеющего разряда.

Во многих газоразрядных приборах, таких как газовые
лазеры и дисплеи, рабочей средой является смесь инерт-
ных газов, содержащая легкий газ с небольшой добавкой
тяжелого. Их долговечность во многих случаях опреде-
ляется временем распыления катода, причем основной
вклад в распыление вносят ионы тяжелой компонен-
ты [1,2]. Для моделирования эволюции эмиссионной
поверхности катода в таком разряде необходимо знать
функцию распределения по энергиям ионов тяжелой
компоненты смеси.

Функция распределения ионов по энергиям в катодном
слое разряда рассчитывалась аналитическими методами
в ряде работ [3–6] для разряда в чистом газе. Однако
использование такой ФРИ для вычисления скорости
распыления катода в смеси газов, как показано в [7], мо-
жет приводить к качественно неверным результатам. Мо-
делирование же функции распределения ионов методом
Монте-Карло [8,9] требует больших затрат машинного
времени, что ограничивает его применимость при моде-
лировании процесса распыления катода в плазме тлею-
щего разряда в газовых смесях. В работе [10] предложено
уравнение для функции распределения ионов тяжелой
компоненты смеси по полным энергиям и найдено его
аналитическое решение в приближении непрерывного
торможения тяжелого иона в легком газе. Полученное
выражение для функции распределения ионов позволяет
с удовлетворительной точностью вычислить скорость
распыления катода в смеси газов. Однако оно не описыва-
ет ряда особенностей реальной функции распределения
ионов (в частности, ее высокоэнергетический хвост,
обусловленный стохастической природой ион-атомных
столкновений, не учитываемой в рамках приближения
непрерывного торможения иона в газе).

В данной работе разработан метод численного реше-
ния предложенного в [10] уравнения для функции рас-
пределения ионов тяжелой компоненты, позволяющий
рассчитать энергетический спектр тяжелых ионов без
использования приближения непрерывного торможения
и требующий намного меньших затрат машинного вре-
мени, чем метод Монте-Карло.

При движении иона в собственном газе в катодном
слое разряда основным процессом ион-атомного взаимо-

действия является резонансная перезарядка, сечение ко-
торой значительно превосходит сечение упругих столк-
новений, а также сечение ионизации атома электроном.
В смеси с небольшим содержанием тяжелого газа су-
щественное влияние на движение тяжелых ионов могут
оказывать их упругие столкновения с атомами легкого
газа между перезарядками на атомах собственного газа.
Нерезонансная же перезарядка на атомах легкого газа
может не приниматься во внимание, так как ее сечение
для инертных газов при энергиях ионов меньше 1 keV
мало́ [11].

Если соотношение масс атомов двух компонент смеси
велико (MH/ML � 1), то отклонение траекторий тяже-
лых ионов от нормали к поверхности катода мало́ [10]
и их движение можно рассматривать как одномерное.
Тогда, если считать, что ось z направлена по нормали
к поверхности катода, координата z = 0 соответствует
границе плазмы и катодного слоя, а z = dc — по-
верхности катода, функция распределения ионов тяже-
лой компоненты f (z, ε) в катодном слое удовлетворяет
уравнению [10]
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с граничным условием f (0, ε) = δ(ε − ε0), где λc

и λe — длины резонансной перезарядки тяжелых ато-
мов и их упругих столкновений с легкими атомами,
γ = 4MHML/(MH + ML)2, ϕ — потенциал электриче-
ского поля, ε0 — энергия ионов на границе катодного
слоя.

Интегрирование уравнения (1) по ε дает закон сохра-
нения ионного потока∫

f (z, ε)dε = 1. (2)

Вводя вместо ε новую переменную

s = ε + eϕ(z), (3)
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получим из (1) уравнение для функции f (z, s), содержа-
щее производную лишь по одной переменной,
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где
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{
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Интегрируя уравнение (4), найдем
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Представим функцию f (z, s) в виде

f (z, s) = δ(s− ε0) exp

[
−
( 1
λc

+
1
λe

)
z

]
+ h(z, s). (6)

Первое слагаемое в выражении (6) представляет со-
бой функцию распределения ионов первичного ионного
пучка, поступающего в катодный слой из разряда, а
второе — функцию распределения вторичных ионов,
образующихся в катодном слое при перезарядке и упру-
гих столкновениях первичных ионов. Подставляя (6) в
(5), получим уравнение для h(z, s)
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После дифференцирования по z его можно привести к
виду
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где θ(x) — ступенчатая функция Хевисайда.

Граничное условие для уравнения (8) следует из
граничного условия для функции f (z, s) и имеет вид
h(0, s) = 0. Функция h(z, s), как следует из (3), отлична
от нуля в интервале от eϕ(z) до ε0, а условие сохранения
ионного потока (2) после подстановки соотношения (6)
принимает вид

ε0∫
eϕ

h(z, s) ds= 1− exp

[
−
( 1
λc

+
1
λe

)
z

]
. (9)

Для нахождения численного решения уравнения (8)
может быть использован метод, близкий к предложенно-
му в работе [12] для решения кинетического уравнения
для функции распределения электронов в катодном слое
разряда.

Разобьем интервал [0, dc] вдоль оси z на n отрезков
длиной ∆z = dc/n, координаты границ которых равны
zi = i∆z, i = 0, 1, . . . , n. Интервал [eϕ(zi), ε0] измене-
ния s в каждом сечении z = zi разобьем на m отрезков
длиной ∆si = (ε0 − eϕ(zi))/m, т. е. si

k = eϕ(zi) + k∆si ,
k = 0, 1, . . . ,m. В начальном сечении, как следу-
ет из граничного условия для уравнения (8), имеем
h(z0, s0

k) = 0. Для нахождения значений функции
h(z, s) в других сечениях из уравнения (8) может быть
использован метод Коши–Эйлера [13], который дает

h(zi, s
i
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i
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)
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Значения h(zi−1, si
k) определяются интерполированием

по известным значениям h(zi−1, si
k) при si

k ≥ si−1
0 и счи-

таются равными нулю при si
k < si−1

0 . Функция hz(zi−1, si
k)

есть конечно-разностная аппроксимация правой части
уравнения (8)
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si
k < ε0(1− γ) + γeϕ(zi−1),

ε0, si
k ≥ ε0(1 − γ) + γeϕ(zi−1).

Функция αi
k описывает распределение ионов, под-

вергшихся перезарядке на отрезке [zi−1, zi] в интервале
[si

0, s
i−1
0 ]. Выбор ее правильного вида, как показывают

расчеты, оказывает существенное влияние на рассчиты-
ваемую функцию распределения ионов. Так как ∆z� λe,
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то она может быть найдена из уравнения (8) в прене-
брежении упругим рассеянием ионов на расстоянии ∆z
после перезарядки, что дает

αi
k =

exp(zi
sk/λc)

λceϕ′(zi
sk)
[

exp(zi−1
s0 /λc)− exp(zi

s0/λc)
] , (12)

где значения zi
sk, zi

s0, zi−1
s0 определяются уравнением

s− eϕ(z) = 0 при s, равном соответственно si
k, si

0, si−1
0 .

Во избежание несохранения величины ионного тока,
обусловленного погрешностями дискретизации, на ка-
ждом шаге по z производится перенормировка функции
h(z, s) на основе соотношения (9). Используя соотноше-
ния (6), (9)–(12) полследовательно при i = 1, 2, . . . , n,
можно найти энергетический спектр тяжелых ионов на
всем протяжении катодного слоя от границы с плазмой
до поверхности катода.

Для оценки точности предложенного метода решения
уравнения (1) были проведены расчеты при отсутствии
упругих столкновений тяжелых ионов с атомами лег-
кого газа (λe � dc). В этом случае скорости ионов
направлены вдоль оси z и функция распределения ионов
в пренебрежении их начальной энергией ε0 на границе
катодного слоя определяется выражением [3,10]

f (z, ε) =
1

e
∣∣ϕ′[z0(ε)]

∣∣
[
δ[z0(ε)]

+
1
λc

exp

(
z0(ε)

λc

)]
exp

(
−

z
λc

)
, (13)

где зависимость z0(ε) дается соотношением
ε = e[ϕ(z0)− ϕ(z)].

Результаты, полученные для случая квадратичной за-
висимости ϕ(z) [3,14] (ϕ(z) = −Uc(z/dc)

2, Uc — катод-
ное падение потенциала) и m = n = 100, приведены
на рис. 1, откуда следует, что при данном количестве
разбиений пространственного и энергетического интер-
валов изменения функции h(z, s) численное решение
достаточно хорошо совпадает с точным. Поэтому эти
значения m и n использовались и в дальнейших расче-
тах функции распределения ионов при наличии упругих
столкновений, когда точное решение задачи отсутствует.

Рис. 1. Функция распределения ионов у поверхности катода,
рассчитанная данным методом (сплошная линия), и точное ре-
шение (13) (штриховая линия) при отсутствии упругих столк-
новений тяжелых ионов с легкими атомами (λc/dc = 0.313,
λe/dc � 1).

Рис. 2. Функция распределения ионов тяжелой компоненты
у поверхности катода в гелий-неоновой смеси, рассчитанные
данным методом (кривые) и методом Монте-Карло (гистограм-
мы) для трех разрядных режимов. j , mA/cm2: a — 1.0, b — 0.6,
c — 0.2; Uc, V: a — 291, b — 272, c — 250; dc, cm: a — 0.230,
b — 0.269, c — 0.409; λc/dc: a — 0.313, b — 0.226, c — 0.124;
λe/dc: a — 0.125, b — 0.090, c — 0.050.

Рис. 3. Зависимость усредненного по энергетическому спектру
ионов коэффициента распыления катода от плотности разряд-
ного тока в гелий-неоновой смеси при εt = 30 eV, найденная
методом Монте-Карло (точки), данным методом (сплошная
линия) и на основе функции распределения ионов (13) для
чистого газа (штриховая линия).

На рис. 2 приведена функция распределения ионов
для трех плотностей разрядного тока j в гелий-неоновой
смеси 15 : 1 при давлении 6 Torr и температуре 300 K
(ε0 = 4 eV, значения Uc и dc определялись из модели
Астона [1]), найденная данным методом, а также полу-
ченная путем двумерного моделирования движения ио-
нов в катодном слое методом Монте-Карло по методике
работы [10]. Видно, что предложенный в данной работе
метод расчета функции распределения ионов дает резуль-
таты, близкие к результатам двумерного моделирования.
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Затраты же времени при использовании одномерной мо-
дели примерно на порядок меньше, причем в отличие от
метода Монте-Карло они не возрастают с увеличением
отношения dc/λc.

На рис. 3 представлены зависимости усредненного по
энергиям ионов коэффициента распыления катода

R =

∫
Y(ε) f (dc, ε) dε (14)

от плотности разрядного тока, рассчитанные на основе
функции распределения ионов, найденной различными
методами (Y(ε = a(ε−εt)

2 — коэффициент распыления
катода ионами [1], εt — пороговая энергия распыления,
a — постоянная для данного сорта ионов и материала
катода). Имеет место хорошее согласие результатов,
полученных из одномерной и двумерной моделей.

Следовательно, предложенный в данной работе ме-
тод, основанный на численном решении одномерного
уравнения для функции распределения ионов по полным
энергиям, позволяет с удовлетворительной точностью
и без больших затрат машинного времени рассчитать
энергетический спектр тяжелых ионов в катодном слое
тлеющего разряда в смеси инертных газов. Он может
быть использован при создании самосогласованной мо-
дели, описывающей взаимодействие плазмы тлеющего
разряда сложного состава с поверхностью катода.
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