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Изучено движение вихря в длинном джозефсоновском переходе с локальной неоднородностью (микросо-
противлением) под действием переменного стороннего тока. Изучены нелинейные резонансы в динамике
вихря. Аналитически и численно исследован процесс стохастического депининга вихря, захваченного на
неоднородности, под действием периодического тока.

Введение

Большое внимание исследователей к динамике джо-
зефсоновских вихрей в длинных неоднородных перехо-
дах связано с возможными физическими приложениями
типа параметрического джозефсоновского осциллятора,
перестраиваемых генераторов субмиллиметрового излу-
чения, логических устройств [1,2] и т. д. При этом анали-
зируется влияние на движение вихря двух типов неодно-
родностей: распределенных (часто в виде периодических
рельефов) и точечных (микрозакоротки или микросопро-
тивления). В работе [3] показана возможность захвата
вихря возле неоднородности под действием постоянного
тока. Возникновение стохастической динамики вихря под
действием переменного тока изучено в [4]. Стацио-
нарные состояния вихрей в поле двух микрозакороток
исследованы в [5], стохастическое ускорение (аналог
задачи Улама) вихря под действием осциллирующей
примеси исследовано в [6]. Аналитическое рассмотрение
стохастической динамики вихря под действием перемен-
ного тока, проведенное в [4], основано на изучении
специального типа отображения справедливого для дви-
жения в окрестности сепаратрисы на фазовой плоскости
параметров вихря при отсутствии затухания. Здесь нами
аналитически и численно рассмотрена динамика вихря
в широкой области нелинейных резонансов и получен
критерий стохастичности движения джозефсоновского
вихря при учете также эффектов диссипации.

Рассматриваемая проблема представляет интерес и
для теории нелинейных волн. Механизмы возникнове-
ния динамического хаоса нелинейных волн недостаточно
изучены и предлагаемая простая модель может быть
основой для сравнения выводов теории с экспериментом.

Движение вихря в поле точечной
неоднородности

Рассмотрим динамику вихря в длинном джозефсонов-
ском переходе (ДДП) под действием переменного сто-
роннего тока. В стандартных безразмерных переменных
уравнение для разности фаз волновых функций ϕ(x, t)

имеет вид [1–3]

ϕtt − ϕxx + sinϕ =− αϕt + βϕxxt − F(t)

+

[ N∑
i=1

εiδ(x− ai) sinϕi

]
, (1)

где α и β — параметры затухания, связанные со-
ответственно с туннелированием через барьер и по-
током вдоль барьера нормальных электронов; член
F = F0 sin(Ω0t) описывает влияние распределенного сто-
роннего тока; пространственная переменная x и время t
нормированы на джозефсоновскую длину проникновения
λJ и обратную плазменную частоту ДДП 1/ωp соответ-
ственно.

В переходе имеются точечные неоднородности распо-
ложенные на расстоянии ai . Случай εi < 0 соответствует
микрозакороткам, εi > 0 соответствует микросопроти-
влениям. Ниже мы будем изучать случай εi > 0, при этом
расстояние между неоднородностями принимает много
больше размера вихря, т. е. ai � d, где d ∼ (1 − v2)1/2.
Тогда можно анализировать взаимодействие вихря с
каждой неоднородностью отдельно, поскольку влиянием
соседней неоднородности можно пренебречь. При малых
ε, γ , β, F � 1 можно искать решение в виде кинка
(антикинка) с переменными параметрами (координата
центра ζ(t) и скорость v(t))

ϕ(x, t) = 4 arctg

[
exp

(
σ

x− ζ(t)√
1− v2(t)

)]
, (2)

где σ = ±1 — полярность, соответствующая кинку
(антикинку).

Используя теорию возмущений для уравнения
СГ [3,7], можно получить уравнения для ζ(t) и v(t)

dv
dt

= −αv(1− v2)−βv/3 + (πσF0/4) sin(Ω0t)(1− v3/2)

− (ε/2)(1 − v2) sh(y)/ ch3(y),

dζ
dt

= v+(ε/2)vζ sh(y)/ ch3(y), y = ζ/(1−v2)1/2. (3)
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Будем исследовать далее случай малых скоростей
(v2 � 1), так как именно он интересен для малых
возмущений. В этом случае систему (3) можно записать
в виде [3,4]

d2ζ

dτ 2
+

sh(ζ)

ch3(ζ)
= −Γ

dζ
dτ

+ i sin(Ωτ ), (4)

где Γ = (α + β/3)/ν0, f = πσF0/(4ν2
0 ), Ω = Ω0/ν0,

τ = tν0, ν0 = (ε/2)1/2 — частота малых колебаний
кинка возле неоднородности.

Таким образом, задача о динамике вихря в ДДП сво-
дится к исследованию движения частицы единичной мас-
сы в поле притягивающего ангармонического потенциала
U(ζ) = −(1/2) sech2ζ под действием внешней перемен-
ной силы. Заметим, что кроме изменения параметров
вихря малые возмущения приводят к излучению вихрем
линейных электромагнитных волн. Однако при малых
скоростях энергия излучения мала (∼ exp(−1/v2)) и
на временах t < f−2 можно пользоваться уравнениями
адиабатического приближения. Уравнение, аналогичное
(4), возникает также при исследовании взаимодействия
солитона нелинейного уравнения Шредингера с осцил-
лирующей примесью [8]. Кроме того, данная задача
подобна задаче о распространении луча в среде, показа-
тель преломления которой зависит от пространственных
координат [9].

Анализ движения вихря в отсутствие
диссипации. Критерий стохастичности
движения

В данном разделе мы изучим на основе уравнения (4)
движения вихря в случае пренебрежимо малой диссипа-
ции, когда можно положить Γ = 0. Тогда гамильтониан
системы можно записать в следующем виде:

H = H0 + f H1

= (1/2)
[
(dζ/dτ )2 − sech2(ζ)

]
− f sin(Ωτ )ζ . (5)

Рассмотрим сначала основные черты невозмущенного
движения частицы ( f = 0). Фазовый портрет для
данного случая представлен на рис. 1. Сепаратриса
(кривая 1), которая определяется соотношениями

ζ = ± arsh(τ ), v = ±(1 + τ )−1/2 (6)

разделяет область периодических (финитных) и про-
летных (инфинитных) траекторий (кривые 2 и 3 соот-
ветственно). Удобно для анализа движения в области
H0 < 0 перейти к переменным действие–угол (J, Θ).
В результате получим

H0(J) = −(1− J)2/2, ω0(J) = dH0/dJ = 1− J, (7)

где ω0(J) — частота невозмущенных колебаний.
Значение действия J изменяется от 0 для колебаний

возле дна ямы до 1 вблизи сепаратрисы; соответственно

Рис. 1. Фазовый портрет невозмущенной системы (4). Сепара-
триса (1) разделяет область периодических (2) и пролетных (3)
траекторий.

значение частоты ω0 изменяется от 1 до 0. При дальней-
шем увеличении энергии частицы (H0 > 0) движение
становится пролетным.

Внешняя сила нарушает интегрируемость системы и
приводит к дополнительному члену в гамильтониане.
Следуя подходу, использованному в [9], можно получить
следующие соотношения:

f H1(J, Θ) = − f sin(Ωτ ) arsh
[
a sin(Θ)/(1− a2)1/2

]
= − f sin(Ωt)

∞∑
k=0

H1, 2k+1(J) sin
[
(2k + 1)Θ

]
,

(8)
где

H1, 2k+1(J) =
2Γ(k + 1/2) · Γ(k + 3/2)a2k+1

π(2k + 1) · Γ(2k + 2)

× F(k + 1/2, k + 3/2, 2k + 2, a2),

a2 = J(2− J),

где Γ(x) — гамма-функция; F(a, b, c, d) — гипергеоме-
трическая функция.

Из выражения (8) видно, что возмущение имеет толь-
ко нечетные гармоники по Θ, следовательно, резонанс-
ными с внешним возмущением будут те траектории, для
которых выполняется соотношение

ω0(J) = Ω/n, n = 2k + 1. (9)

При учете внешнего воздействия о характере дви-
жения проще всего судить по отображению Пуанкаре.
Данное отображение определяет последовательность то-
чек, соответствующих сечениям некоторой траектории
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Номер Начальная Пороговая Пороговая амплитуда Наибольший
резонанса n скорость (x = 0) амплитуда по (12) fth из численного эксперимента fth показатель Ляпунова λ

9 0.9750 0.0262 0.011 3.52 · 10−2

7 0.9584 0.0506 0.022 2.77 · 10−2

5 0.9166 0.1226 0.058 5.80 · 10−2

3 0.7454 0.5106 0.253 3.94 · 10−2

в фазовом пространстве уравнения (4) через интерва-
лы времени 2π/Ω. При малых f , согласно теоре-
ме Колмогорова–Арнольда–Мозера, нерезонансные тра-
ектории лишь незначительно деформируются (рис. 2,
область 1). Вблизи резонансных траекторий, невоз-
мущенная частота которых удовлетворяет условию (9),
происходит нелинейный резонанс — расщепление дан-
ной траектории. Это приводит к появлению пар особых
точек отображения Пуанкаре — эллиптической и гипер-
болической. На рис. 2 (область 2) представлена сепа-
ратриса нелинейного резонанса для n = 3. Используя
стандартную технику нелинейного резонанса [10], можно
оценить ширину n-го резонанса

∆ω = 2
[

f H1, n(J)|ω′0|
]1/2

, ω′0 = dω0(J)/dJ. (10)

Расстояние между резонансами по частоте определя-
ется выражением

|δω| = |ω2k+1 − ω2k+3| = 2Ω
[
(2k + 1)(2k + 3)

]
. (11)

Если увеличивать значение ε, то ширина будет ре-
зонанса расти и возможно перекрывание соседних ре-
зонансов. В этом случае движение становится хаоти-
ческим, т. е. аналогичным движению броуновской ча-
стицы (рис. 2, область 3). Согласно критерию Чи-
рикова [11,12], возникновение стохастичности вблизи

Рис. 2. Отображение Пуанкаре для случая Γ = 0, Ω = 2,
ε = 0.14: 1 — нерезонансная траектория, начальные коор-
динаты и скорость равны (0, −0.4); 2 — движение вблизи
резонанса с n = 3, (0, −0.898); 3 — стохастическое движение
и депининг вихря, (0, −0.957).

n-го резонанса происходит при выполнении условия
K = (∆ω/δω)2 > 1, или, если использовать уравнения
(10), (11), при

f > fth = Ω2/
[
H1, nn2(n + 2)2

]
. (12)

Таким образом, почти для всех начальных условий
и параметров задачи, удовлетворяющих условию (12),
движение вихря будет стохастическим. Здесь необходимо
отметить, что даже в области развитой стохастичности
всегда присутствуют области регулярного движения.

Для проверки аналитических результатов было прове-
дено численное моделирование методом Рунге–Кутта–
Мерсона 4-го порядка уравнения (4). Результаты числен-
ного счета для Ω = 2 приведены в таблице.

Для количественной оценки степени хаоса опреде-
лялся наибольший показатель Ляпунова [13], который
характеризует локальную неустойчивость траекторий в
фазовом пространстве [10]. Если взять начальные точки,
расположенные на расстоянии d(0), то расстояние между
траекториями в момент времени t можно записать как
d(t) ∼= d(0) exp(λt). Если λ < 0, то движение
локально устойчиво и регулярно (периодическое или
квазипериодическое), если λ > 0, то движение локально
неустойчиво (хаотическое). В таблице приведены значе-
ния λ для различных начальных условий и параметров.
Как показывают результаты численного моделирования,
критерий перекрытия резонансов дает удовлетворитель-
ную оценку возникновения стохастичности. Расхождение
аналитических и численных значений связано с тем, что
при выводе (12) фактически мы пренебрегаем смещени-
ем и шириной соседнего (n + 2)-го резонанса.

Отметим, что хаотическое движение в данной системе
представляет собой переходный процесс. Вихрь, полу-
чивший в процессе диффузии по резонансам достаточ-
ное количество энергии, удаляется от неоднородности и
движется в дальнейшем как свободная частица. Поэтому
критерий стохастичности (12) можно рассматривать и
как условие депининга вихря от локальной неоднородно-
сти.

Влияние диссипации на движение вихря

В данном разделе мы рассмотрим влияние диссипации
(Γ 6= 0) на особенности возникновения хаоса. При
”включении” затухания в системе (4) (вблизи точек
(0, 0), (±∞, 0)) возникают притягивающие точки ото-
бражения Пуанкаре — аттракторы, положение и параме-
тры которых зависят от соотношения параметров Γ, f ,
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Рис. 3. Инвариантные устойчивое (1) и неустойчивое (2) многообразия уравнения (4) для стационарной точки x→ +∞ Ω = 1,
Γ = 0.02, пороговая амплитуда fc = 0.075: a — непересекающиеся многообразия при f = 0.06, б — гомоклиническая структура
при f = 0.1.

Ω. Большинство траекторий притягиваются к основному
аттрактору вблизи (0, 0). При увеличении амплитуды
внешней силы f окрестность этой точки может стать
неустойчивой. Это происходит вследствие образования
гомоклинической структуры следующим образом. Точки
равновесия (±∞, 0) и сепаратриса (рис. 1, кривая 3)
невозмущенной системы (3) порождают неподвижные
точки отображения и инвариантные устойчивые и не-
устойчивые многообразия, связанные с данными точка-
ми, в возмущенной системе. При определенных значени-
ях параметров данные многообразия могут пересечься
в так называемой гомоклинической точке. Существо-
вание одной гомоклинической точки влечет за собой
существование бесконечного множества подобных то-
чек [10,13 с. 88]. Наличие таких точек, или существо-
вание гомоклинической траектории, означает локальную
неустойчивость фазового пространства, т. е. чувствитель-
ность системы к начальным условиям. В данном слу-
чае говорят о возникновении гомоклинического хао-
са [10,13]. С этой точки зрения уравнение (4) интересно
тем, что в невозмущенной системе отсутствуют гипербо-
лические положения равновесия, хотя гомоклиническая
структура, как мы увидим в дальнейшем, возникает. Для
получения условий возникновения подобной структуры,
а значит, и стохастичности в системе используется метод
Мельникова [14]. Он состоит в вычислении функции
Мельникова M(t0), характеризующей расстояние между
возмущенными инвариантными многообразиями. Если
M(t0) имеет простые нули, то существует гомоклиниче-
ская точка, в которой пересекаются многообразия [14].
Для уравнения (4) M(t0) есть

M(t0) =

∞∫
−∞

[
−Γvs(t) + f sin

(
Ω(t + t0)

)]
vs(t)dt, (13)

где vs — скорость на невозмущенной сепаратрисе (6).

Из условия M(t0) 6 0 получаем критерий появления
стохастического движения вихря

f > fc = πΓ/[2K0(Ω)], (14)

где K0(Ω) — функция Макдональда.
Используя асимптотики K0(Ω), можно получить сле-

дующие условия:

f > Γ(πΩ/2)1/2 exp(Ω) при Ω� 1,

f > (πΓ/2)[ln(Ω/2)]−1 при Ω� 1. (15)

На рис. 3 показаны инвариантные многообразия, со-
ответствующие неподвижной точке при ζ → +∞.
Видно, что при значениях f , меньших критического,
гомоклинические точки отсутствуют (рис. 3, a). При
f > fc имеем пересечение инвариантных многообразий.
При построении рис. 3 использовалось отображение
Пуанкаре достаточно малого отрезка вблизи ζ > 10,
причем неустойчивое многообразие вычислялось для
τ > 0, а устойчивое — для τ < 0. Отметим, что нам
известна только одна работа, в которой аналитически и
численно показано наличие гомоклинической структуры
для инфинитного потенциала (потенциал Морса) [15].

Численное моделирование показывает, что условие
(14) достаточно точно определяет пересечение мно-
гообразий. Такое пересечение изначально возникает в
окрестности невозмущенной сепаратрисы, а затем с
ростом f охватывает все бо́льшие и бо́льшие области
фазового пространства. В результате окрестность основ-
ного аттрактора также становится неустойчивой, что
приводит к хаотичности почти во всем пространстве. Как
и в случае Γ = 0, хаос имеет переходный характер.
Однако в данном случае частица, набрав энергию не
уходит на бесконечность, а из-за диссипации застревает
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на больших ζ(dζ/dτ ≈ 0) и находится там в тече-
ние долгого времени. Так как эти расстояния много
больше характерного размера влияния неоднородности,
то подобный уход также можно интерпретировать как
депиннинг вихря от микросопротивления.

Заключение

В настоящей работе показано, что включение сто-
роннего тока J(t) приводит к нетривиальной динамике
вихря. При отсутствии тока вихрь будет захватывать-
ся микросопротивлением и совершать возле него за-
тухающие колебания. Под действием переменного тока
возникают периодические, квазипериодические и стоха-
стические режимы движения. Последние проявляются в
том, что вихрь, совершив хаотические колебания воз-
ле неоднородности и получив достаточное количество
энергии, отрывается от нее. Оценим величины плотно-
сти стороннего тока, необходимого для стохастического
депиннинга вихря. Примем следующие значения харак-
терных величин ДДП [1,2]: ωp ∼ 108 рад/с, Γ ∼ 0.01
(α, β ∼ 10−3−10−2), плотность критического тока
Jc ∼ 108 А/м2, ε ∼ 0.1. Тогда из условий (15) для
амплитуды плотности стороннего тока J получим:

1) ωвн ∼ (10−3−10−2)ωp � ωpν0 — малые частоты
внешнего тока:

J > 2ν0Γ| ln(Ω/2)|−1Jc ∼ 105−106 А/м2,

2) ωвн ∼ ωp � ωpν0 — большие частоты внешнего
тока:

J > 4ν2
0 Γ(2π)1/2Ω1/2 exp(Ω)Jc ∼ 107 А/м2,

Ω = ωвн/(ωpν0).

Явление стохастического депиннинга вихрей, возмож-
но, будет полезно для определения количественных ха-
рактеристик локальных неоднородностей в ДДП. Для
этого генерируется медленный джосефсоновский вихрь,
который захватывается микросопротивлением и из-за
затухания локализуется на нем. По значению амплитуды
переменного тока, отрывающего кинк от примеси, можно
оценить параметр неоднородности ε.
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