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Электростатическая задача для тора и диска
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Рассмотрим осесимметричную задачу о нахождении
потенциала электростатического поля системы провод-
ников, состоящей из тора S с малым радиусом r0,
большим радиусом R0 и круглого диска Γ радиуса a
(см. рисунок). Для решения задачи с точкой 01 свяжем
тороидальные координаты {α, β, ϕ} [1]

x1 =
cshα cosϕ
chα − cosβ

, y1 =
cshα sinϕ

chα − cosβ
, z1 =

csinβ
chα − cosβ

(0 6 α < ∞, −π 6 β 6 π, 0 6 ϕ 6 2π, c =
√

R2
0 − r2

0),

с точкой 0 — цилиндрические координаты {ρ, z, ϕ}

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z

(0 6 ρ < ∞, 0 6 ϕ 6 2π, −∞ < z< ∞).
Рассматриваемые проводники будут описываться сле-

дующим образом:

S=

{
α = α0 = ln

(
R0

r0
+

√(
R0

r0

)2

− 1

)
,

− π 6 β 6 π, 0 6 ϕ 6 2π

}
,

Γ = {0 6 ρ 6 a, 0 6 ϕ 6 2π, z = 0}.
Расстояние между точками 0 и 01 обозначим через h.

Требуется найти потенциал U , который удовлетворяет
1) уравнению Лапласа ∆U = 0 во всем пространстве, за
исключением проводников Sи Γ; 2) граничным условиям

U
∣∣∣
S

= VT, U
∣∣∣
Γ

= Vg (1), (2)

и условиям непрерывности

U
∣∣∣
z=0−0

= U
∣∣∣
z=0+0

,
∂U
∂z

∣∣∣
z=0−0
ρ>a

=
∂U
∂z

∣∣∣
z=0+0
ρ>a

; (3), (4)

3) условию на бесконечности U(M) → 0 при M → ∞,
где M — произвольная точка пространства.

Потенциал U представим в виде суперпозиции торои-
дальных и цилиндрических гармонических функций [1,2]

U =

U1 =
∞∫
0

B(λ) exp(λz)J0(λρ)dλ, z< 0,

U2 + U3, z> 0,

где

U2 =

∞∫
0

A(λ) exp(−λz)J0(λρ)dλ,

U3 =
√

2(chα − cosβ)
∞∑

n=−∞

xn

Ph− 1
2
(chα)

Ph− 1
2
(chα0)

exp(inβ),

J0(λρ) — функция Бесселя первого рода, Ph− 1
2
(chα) —

функция Лежандра первого рода или функция тора [1,3].
Для выполнения граничного условия (1) на поверхно-

сти тора представим U2 через тороидальные гармониче-
ские функции, используя разложение [4]

J0(λρ) exp(−λz) =

√
2(chα − cosβ)

2π

×
∞∑

n=−∞

an(λc)Qh− 1
2
(chα) exp(inβ),

где

ah(λc) = 2 exp(−iλc)1F1(h +
1
2
, 1; 2iλc),

Qh− 1
2
(chα) — функция Лежандра второго рода,

1F1(a, b; z) — вырожденная гипергеометрическая функ-
ция [1,3].

123



124 Г.Ч. Шушкевич

Значения параметра p

Тор 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

S0 1.139 1.393 1.633 1.896 2.205 2.598 3.143 4.016 5.903
S2 1.189 1.601 2.139 2.909 4.086 6.052 9.811 18.876 55.677

Тогда

U2(α, β) =
√

2(chα − cosβ)
∞∑

n=−∞

[ 1
2π

∞∫
0

A(λ)

× exp(−λh)an(λc)dλ
]
Qh− 1

2
(chα) exp(inβ).

Выполняя граничное условие (1) и используя разло-
жение [1]

1√
2(chα − cosβ)

=
1
π

∞∑
h=−∞

Qh− 1
2
(chα) exp(inβ),

получим

xh +
1

2π

∞∫
0

A(λ) exp(−λh)an(λc)dλQh− 1
2
(chα0)

=
VT

π
Qh− 1

2
(chα0), (5)

h = 0, ±1, ±2, . . . .
Для выполнения условий (2)–(4) представим U3 через

цилиндрически гармонические функции. Применив инте-
гральное представление√

2(chα − cosβ) Ph− 1
2
(chα)

= c

∞∫
0

an(λc) exp(λz1)J0(λρ1)dλ, z1 < 0,

получим

U3(ρ, z) =

∞∫
0

N(λ) exp(λz)J0(λρ)dλ,

где

N(λ) = exp(−λh)
∞∑

h=−∞

cxnan(λc)

Ph− 1
2
(chα0)

. (6)

Выполняя условия (2)–(4), получим парные интеграль-
ные уравнения вида

∞∫
0

A(λ)J0(λρ)dλ = Vg−

∞∫
0

N(λ)J0(λρ)dλ, ρ < a,

∞∫
0

λA(λ)J0(λρ)dλ = 0, ρ > a.

Если A(λ) заменить новой неизвестной функцией ψ(s),
которая является непрерывно дифференцируемой на от-
резке [0, a], по формуле

A(λ) =

a∫
0

ψ(x) cosλxdx, (7)

то парные интегральные уравнения преобразуются к
виду [2]

ψ(x) =
2
π

Vg−
2
π

∞∫
0

N(λ) cos λxdλ, 0 6 x6 a. (8)

Исключая из (8) N(λ) с помощью (6) и учитывая
(5), (7), получим интегральное уравнение Фредгольма
второго рода относительно ψ(x)

ψ(x) +
c
π2

a∫
0

K(x, t)ψ(t)dt = F(x), 0 6 x6 a, (9)

где

K(x, t) =
∞∑

n=−∞

Qh− 1
2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

Kn(t)Kn(x),

F(x) =
2
π

Vg−
2c
π2

VT

∞∑
n=−∞

Qh− 1
2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

Kn(x),

Kn(t) =

∞∫
0

exp(−λh)an(λc) cosλtdλ,

Kn(x) =

∞∫
0

exp(−λh)an(λc) cosλtdλ.

Сделаем следующие замены: x = τa, t = σa,
V(τ ) = (2/π)ψ(x),

V(σ) =
2
π
ψ(t), α =

a
R0
, δ =

√
1−

(
r0

R0

)2

, µ =
R0

h
.

Тогда интегральное уравнение (9) примет вид

V(τ ) +
αδµ2

π2

1∫
0

K(τ , σ)V(τ )dτ = Vg−
µδ

π
VT

×
∞∑

n=−∞

Qh− 1
2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

In(τ ), 0 6 τ 6 1, (10)
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K(τ , σ) =
∞∑

n=−∞

Qh− 1
2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

In(τ )In(σ),

In(σ) =

∞∫
0

e−pan(µδp) cos(αµσp)dp.

Заряд Qg диска Γ через функцию V(τ ) вычисляется по
формуле [2]

Qg = 8εa

1∫
0

V(τ )dτ ,

а заряд QT тора S — по формуле

QT = 8εc

(
VTS0 −

αµ

π

∞∑
n=0

pn

Qh− 1
2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

)
,

где

p0 =

1∫
0

I0(τ )V(τ )dτ ,

pn =

1∫
0

(
In(τ ) + In(τ )

)
V(τ )dτ , n> 1,

S0 =
∞∑

h=0

δh

Qh− 1
2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

, δn =

{
1, n = 0,

2, n> 1,

ε — диэлектрическая проницаемость среды.
В общем случае нахождение функции V(τ ) произ-

водится путем решения интегрального уравнения (10)
численными методами. Для упрощения вычислений по-
ложим µn ≈ 0 при h > 4. Разложим функции,
входящие в интегральное уравенение (10), в ряды по
малому параметру µ. Приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях µ, получим

V(τ ) = Vg−
2δ
π

VTS0µ −
4αδ
π2

VgS0µ
2

+
δ

π
VT

(
S2δ

2 +
8αδ
π2

S2
0 + 2(ατ )2S0

)
µ3 + . . . ,

где

S2 =
∞∑

h=0

δn(4n2 + 1)
Qh− 1

2
(chα0)

Ph− 1
2
(chα0)

.

Заряды диска и тора вычисляются соответственно по
формулам

Qg = 8εa

{
Vg−

2δ
π

VTS0µ −
4αδ
π2

VgS0µ
2

+
δ

π

(
S2δ

2 +
8αδ
π2

S2
0 +

2
3
α2S0

)
VTµ

3 + . . .

}
,

QT = 8εR0δ

{
S0VT −

2α
π

VgS0µ +
4αδ
π2

VTS2
0µ

2

+
α

π

(
S2δ

2 +
8αδ
π2

S2
0 +

2
3
α2S0

)
Vgµ

3 + . . .

}
.

Зная заряды проводников, можно определить емкост-
ные коэффициенты Cik по формулам

C11 = Qg(Vg = VT = 1), C22 = QT(Vg = VT = 1),

C12 = Qg(Vg = 0, VT = −1) = C21

= QT(Vg = −1, VT = 0).

В таблице приведены значения S0, S2 для некоторых
значений p = r0/R0 (chα0 = 1/p). Функции Лежандра
вычислялись по формулам [1,3]

Ph− 1
2

=
1
2

(chα0) =
1
π

π∫
0

(chα0 + shα0 cos t)h− 1
2 dt,

Qh− 1
2
(chα0) =

π∫
0

cos ntdt√
2(chα0 − cos t)

,

используя квадратурную формулу Симпсона (n = 18).
Бесконечные суммы вычислялись с точностью 10−4.
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