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�¯¥à¢ë¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ¯à¨æ¨¯¨ «ì® ®¢ë© ¬ áá-á¯¥ªâà®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤ ¤«ï ¨¬¯ã«ìáëå

¯®â®ª®¢ ¨®®¢, ï¢«ïîé¨©áï   «®£®¬ ¬¥â®¤  â®à¬®§ïé¥£® í¥à£®  «¨§ . �®ª § ®, çâ®   ®á®¢¥
¯«®áª®£®, æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® ¨ áä¥à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à®¢ ¢®§¬®¦® á®§¤ ¨¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å í¥à£®-
¬ áá-  «¨§ â®à®¢ á ¢¥áì¬  ¢ëá®ª¨¬ ¯à®¯ãáª ¨¥¬, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ â®«ìª® ¯à®§à ç®áâìî á¥â®ª.
�à¨ íâ®¬ ¢ ®¤®¬ ¯à¨¡®à¥ ¢®§¬®¦® á®¢¬¥é¥¨¥ è¨à®ª®£® á¯¥ªâà  äãªæ¨® «ìëå ¢®§¬®¦®áâ¥©.

�á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¬¥â®¤  â®à¬®§ïé¥£® ¯®«ï ¢ í¥à£®-
  «¨§¥  ç «®áì ¥é¥ ¢  ç «¥ ¢¥ª  ¨ ¡ë«® á¢ï§ ®

á à¥è îé¨¬¨ íªá¯¥à¨¬¥â ¬¨ ¢ á®¢à¥¬¥®© ä¨§¨-
ª¥ [1]. � â¥å ¯®à í¥à£®  «¨§ â®àë á â®à¬®§ïé¨¬ ¯®-
«¥¬  è«¨ ¢¥áì¬  è¨à®ª¨© ªàã£ ¯à¨¬¥¥¨©. � ¬ áá-
á¯¥ªâà®¬¥âà¨¨ ¤® á¨å ¯®à ¥ áãé¥áâ¢®¢ «®   «®£ 

¬¥â®¤ã â®à¬®§ïé¥£® ¯®«ï ¢ í¥à£®  «¨§¥. �  áâ®ï-
é¥© à ¡®â¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à¨æ¨¯¨ «ì® ®¢ë© ¬¥â®¤

¬ áá-á¯¥ªâà «ì®£®   «¨§ , ï¢«ïîé¨©áï   «®£®¬

¬¥â®¤  â®à¬®§ïé¥£® í¥à£®  «¨§ .
�ãé®áâì   «®£¨¨ § ª«îç ¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬:

¥á«¨ ¢ í¥à£®  «¨§¥ ¯®â®ª ç áâ¨æ ¤¥«¨âáï   ¤¢¥

£àã¯¯ë ¯® í¥à£¨¨ (á¯®á®¡ëå ¨ ¥á¯®á®¡ëå ¯à¥®¤®-
«¥âì ¯®â¥æ¨ «ìë© ¡ àì¥à), â® ¢ ¬ áá-  «¨§¥ ¯®-
¤®¡®¥ ¦¥ à §¤¥«¥¨¥ ¤®«¦® ¯à®¨áå®¤¨âì ¯® ¬ áá¥

¯à¨ «î¡ëå í¥à£¨ïå ç áâ¨æ.
�á«®¢¨¥ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ âà ¥ªâ®à¨© ç áâ¨æ ®â ¨å

í¥à£¨¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥â ¯à¨¬¥¥¨¥ ¥áâ æ¨® àëå

¯®«¥© ¤«ï   «¨§ . � [2] ¡ë« ¢¯¥à¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥

ª« áá ¥áâ æ¨® àëå ª®¬¡¨¨à®¢ ëå í«¥ªâà®¬ £-
¨âëå ¯®«¥©, ¤®¯ãáª îé¨å ¥§ ¢¨á¨¬®áâì âà ¥ªâ®-
à¨¨ § àï¦¥®© ç áâ¨æë ®â ¥¥  ç «ì®© ª¨¥â¨ç¥-
áª®© í¥à£¨¨. �ª § «®áì, çâ® í«¥ªâà¨ç¥áª ï ª®¬¯®-
¥â  ¯®«ï ¤®«¦  ¨§¬¥ïâìáï ¢® ¢à¥¬¥¨ ¯® § ª®ã

f(t) =

(
tmin

t

)2

. (1)

� [3]   ®á®¢¥ ¯«®áª®£®, æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® ¨ áä¥-
à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à®¢ ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥ ¯à¨æ¨¯¨-
 «ì® ®¢ë© ¬¥â®¤ ¨¬¯ã«ìá®£® ¬ áá-á¯¥ªâà «ì®£®
  «¨§ . �®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï ¨áâ®ç¨ª , á®§¤ îé¥£®
¢ â¥ç¥¨¥ ¯à¥¥¡à¥¦¨¬® ¬ «®£® ®âà¥§ª  ¢à¥¬¥¨ ¯®-
â®ª ¨®®¢, ¢®§¬®¦® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ à á¯à¥¤¥«¥¨© ¯®

¬ áá¥, í¥à£¨¨ ¨ ã£« ¬ ¢ë«¥â  ¯à¨ ¢¥áì¬  ¢ëá®ª®¬

¯à®¯ãáª ¨¨ á¨áâ¥¬ë.
� áá¬®âà¨¬ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨© í¥à£®-¬ áá-

á¯¥ªâà®¬¥âà, ¯à¥¤áâ ¢«¥ë©   à¨á. 1. � ¯«®áª®áâ¨

x0z ¯àï¬ë¥ a ¨ b — á¥ç¥¨ï í«¥ªâà®¤®¢ á¨áâ¥¬ë.
�«ï ¯«®áª®£® ª®¤¥á â®à  íâ® á¥ç¥¨ï ¤¢ãå

¯«®áª®áâ¥©, ¤«ï æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® — ¢ãâà¥¥£®

¨ ¢¥è¥£® æ¨«¨¤à®¢. �¥¦¤ã ¢å®¤ë¬ a ¨

¢ëå®¤ë¬ b í«¥ªâà®¤ ¬¨ á®§¤ ¥âáï â®à¬®§ïé¥¥

í«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥, ¯à®áâà áâ¢¥ ï ª®¬¯®¥â 

ª®â®à®£® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¬®®â®®  à áâ îé¨©

¯®â¥æ¨ «ìë© ¡ àì¥à

U = U(z), (2)

£¤¥ ¤«ï ¯«®áª®£® ª®¤¥á â®à  U(z) = U0z/L,   ¤«ï
æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£®

U(z) = U0 ln
(

1 +
z

D

)/
ln

(
1 +

L

D

)
.

�ãáâì ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t = 0 ¨áâ®ç¨ª ¨®®¢ I
á®§¤ ¥â ¨¬¯ã«ìáë© ¯®â®ª, ¨¬¥îé¨© à á¯à¥¤¥«¥¨¥

¯® ¬ áá ¬M , í¥à£¨ï¬ ε ¨ ã£« ¬ ¢ë«¥â  ¢ ¯«®áª®áâ¨
x0z −α. �å®¤ ï á¥âª  a  å®¤¨âáï ¯®¤ ¯®â¥æ¨ «®¬
â®ç¥ç®£® ¨áâ®ç¨ª  I, â ª çâ® ®â ¨áâ®ç¨ª  ¤® ¢å®¤ 
¢   «¨§ â®à ç áâ¨æë «¥âïâ ¢ ¤à¥©ä®¢®¬ ¯à®áâà -
áâ¢¥. �á«¨ ¢ ¯ãçª¥ ¬¨¨¬ «ì ï ¬ áá  ç áâ¨æ ¥áâì

Mmin,   ¬ ªá¨¬ «ì ï ª¨¥â¨ç¥áª ï í¥à£¨ï εmax, â®
ç¥à¥§ ¢à¥¬ï

tmin =
D

vmax
= D

√
2εmax/Mmin (3)

¯¥à¢ë¥ ç áâ¨æë ¯ãçª  ¯®¯ ¤ãâ ¢   «¨§ â®à.
� ç¨ ï á ¬®¬¥â  ¢à¥¬¥¨ (3) ¯®«¥ ¢   «¨§ â®à¥

¤®«¦® ¨§¬¥ïâìáï ¯® § ª®ã (1), â ª çâ® á ¬ ¯®â¥-
æ¨ « ¢ ¯à®áâà áâ¢¥–¢à¥¬¥¨ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢¨¤

U(z, t) = U(z)f(t). (4)

�à ¥ªâ®à¨ï § àï¦¥®© ç áâ¨æë ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥-
«ïâìáï á¨áâ¥¬®© ãà à¥¨© �ìîâ® 

d2x

dt2
= 0, (5)

d2z

dt2
= −

q

m
− f(t)

dU(z)

dz
(6)

¨  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨ ¢¨¤ 

t0 =
D

v cosα
:

{
z0 = 0,(
dz
dt

)
0

= v cosα,

{
x0 = Dtgα,(
dx
dt

)
0

= v sinα,

(7)

6∗ 83
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£¤¥ q — § àï¤ ç áâ¨æë, m — ¬ áá , v —  ç «ì ï

áª®à®áâì, α —  ç «ìë© ã£®« ¢ë«¥â  ¢ ¯«®áª®áâ¨

x0z.
� ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ ¥ á«¨èª®¬ ¡ëáâà®£® ¨§¬¥¥¨ï

¢® ¢à¥¬¥¨ í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï ¢ ãà ¢¥¨ïå (5), (6)
¥ ãçâ¥® ¯¥à¥¬¥®¥ ¬ £¨â®¥ ¯®«¥.
�®ª ¦¥¬, çâ® âà ¥ªâ®à¨ï ç áâ¨æë ¥ ¡ã¤¥â § ¢¨-

á¥âì ®â ¥¥  ç «ì®© áª®à®áâ¨. �«ï íâ®£® ¯¥à¥©¤¥¬ ª

®¢®© ¡¥§à §¬¥à®© ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥®©

τ = vt/D. (8)

�á¯®«ì§ãï á®®â®è¥¨¥ (8), ¯¥à¥¯¨è¥¬ ãà ¢¥¨ï

(5), (7) ¢ ¢¨¤¥
d2x

dτ2
= 0, (9)

d2z

dτ2
= −

q

m

(
tmin

τ

)2
dU(z)

dz
, (10)

τ0 = 1/ cosα :

{
z0 =0,(
dz
dτ

)
0

= D cosα,

{
x0 =Dtgα,(
dx
dτ

)
0

=D sinα.

(11)
�¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤®, çâ® âà ¥ªâ®à¨ï ç áâ¨æë ¥ § ¢¨-

á¨â ®â ¥¥  ç «ì®© áª®à®áâ¨ (ª¨¥â¨ç¥áª®© í¥à£¨¨),
¯®áª®«ìªã ¢¥«¨ç¨  v ¥ ¢®è«  ¢ ãà ¢¥¨ï (9)–(11).
�â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢ ¯®«ïå ¢¨¤  (4) § àï¦¥ë¥

ç áâ¨æë «î¡ëå í¥à£¨© ¡ã¤ãâ ¤¢¨£ âìáï ¯® ®¤®©

¯à®áâà áâ¢¥®© âà ¥ªâ®à¨¨ á à §®© áª®à®áâìî ¢

á«ãç ¥ áâ àâ  ¢ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ ¢

¤à¥©ä®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.
�  ¯à¨¬¥à¥ ¯«®áª®áâ¨ ª®¤¥á â®à   ©¤¥¬ ¯®-

¢¥àå®áâì,   ª®â®à®© ¡ã¤¥â ¯à®¨áå®¤¨âì ®âà ¦¥¨¥
ç áâ¨æ ¢ â®à¬®§ïé¥¬ ¯®«¥. �«ï ¯«®áª®£® ª®¤¥á -
â®à 

dU(z)

dz
=
U0

L
, (12)

£¤¥ U0 — ¬ ªá¨¬ «ìë© â®à¬®§ïé¨© ¯®â¥æ¨ «  

®¡ª« ¤ª¥ b ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t = tmin.
�®á«¥ ¢¢¥¤¥¨ï ¡¥§à §¬¥à®£® ¯ à ¬¥âà 

β = +
q

m

t2minU0

LD
> 0 (13)

¯®«ãç ¥¬ë¥ í«¥¬¥â àë¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥¬ à¥è¥-
¨ï ãà ¢¥¨ï (10) á ãç¥â®¬  ç «ìëå ¤ ëå (11)
¯à¨¬ãâ ¢¨¤

dz

dτ
= z′ = D

[
β

τ
+ (1− β) cosα

]
, (14)

z = D

[
β ln

(
τ

τ0

)
+ (1− β)(τ − τ0) cosα

]
, (15)

�á«¨ β > 1, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¬®¬¥â τturn, ª®£¤ 
z′(τturn) = 0. �§ (14) á«¥¤ã¥â, çâ®

τturn =
β

(β − 1) cosα
. (16)

�¨á. 1. �å¥¬  ¤¨ ¬¨ç¥áª®£® í¥à£®-¬ áá-  «¨§ â®à   
¡ §¥ ¯«®áª®£® ¨ æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à®¢. �«¥¢ 
¯®ª § ë âà ¥ªâ®à¨¨ ¨®®¢ ¡®«ìè¥© ¬ ááë, á¯à ¢  —
¬¥ìè¥©.

� ¬®¬¥â τturn ç áâ¨æ  ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ª®®à¤¨ âã

z(τturn) = zturn = D

[
β ln

(
β

β − 1

)
− 1

]
. (17)

�§ (17) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ç áâ¨æë, ®¡« ¤ îé¨¥

®¯à¥¤¥«¥®© ¢¥«¨ç¨®© β (â.¥. ®¯à¥¤¥«¥ë¬ ®â®-
è¥¨¥¬ § àï¤/¬ áá ), ®âà §ïâáï ¢ ¯®«¥ ¥§ ¢¨á¨¬®

®â ¨å  ç «ì®© ª¨¥â¨ç¥áª®© í¥à£¨¨ ¨ ã£«  ¢«¥â  ¢

¯®«¥ α. �à¨ íâ®¬ ¯®¢¥àå®áâìî,   ª®â®à®© ¡ã¤¥â

¯à®¨áå®¤¨âì ®âà ¦ ¨¥ ¢ á«ãç ¥ ¯«®áª®£® ª®¤¥-
á â®à  ¡ã¤¥â ¯«®áª®áâì, ¯ à ««¥«ì ï ®¡ª« ¤ª ¬ a
¨ b,   ¢ á«ãç ¥ æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à  —
æ¨«¨¤à, á®®áë© á ®¡ª« ¤ª ¬¨ ª®¤¥á â®à . � 
à¨á. 1 ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯®¢®à®â  (¨å á¥ç¥¨ï) ®¡®§ ç¥ë
ª ª cm. �®áª®«ìªã ¯à¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ à ¬¥âà  β
¢¥«¨ç¨  zturn ¬®®â®® ¨§¬¥ï¥âáï ®â 0 ¤® +∞ â®

¨§ á®®â®è¥¨ï zturn = L ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

£à ¨ç ï ¢¥«¨ç¨  βb â®«ìª® ç¥à¥§ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥
å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨   «¨§ â®à . �á¥ ç áâ¨æë, ®¡« ¤ î-
é¨¥ β < βb (â.¥. ¡®«¥¥ âï¦¥«ë¥, ç¥¬ ¥ª®â®à ï Mb),
¤®áâ¨£ãâ í«¥ªâà®¤  á â®à¬®§ïé¨¬ ¯®â¥æ¨ «®¬ b,  
ç áâ¨æë á β > βb ®âà §ïâáï ¢ ¯®«¥ ¨ ¢¥àãâáï  § ¤
  ¢å®¤ãî á¥âªã a.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï ¯«®áª®£® ¨ æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£®

ª®¤¥á â®à®¢ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¯®¢®à®â  § àï¦¥ëå ç -
áâ¨æ ¢ â®à¬®§ïé¥¬ ¯®«¥ (4) á®¢¯ ¤ îâ ¯® ä®à¬¥ á

í«¥ªâà®¤ ¬¨ a ¨ b, çâ®¢ ¤ ¥â ¢®§¬®¦®áâì á®§¤ ¨ï
  íâ®© ®á®¢¥ ¬ áá-á¯¥ªâà®¬¥âà  § ¤¥à¦¨¢ îé¥£®

â¨¯ . � §¢¥àâª  ¯® ¬ áá ¬ ¬®¦¥â ®áãé¥áâ¢«ïâìáï á

¯®¬®éìî ¨§¬¥¥¨ï  ç «ì®£®  ¯àï¦¥¨ï U0. �

«¨â¥à âãà¥ ®¯¨á     «®£®¢ ï áå¥¬  ç áâ®£® ¢¨¤ 

¤«ï ¯à¨¡«¨¦¥®© £¥¥à æ¨¨ á¨£ «  â¨¯  (1) [4].
�®§¬®¦® ¨ ¯à¨¬¥¥¨¥ æ¨äà®¢®£® ¨áâ®ç¨ª , ã¯à -
¢«ï¥¬®£® ª®¬¯ìîâ¥à®¬. � «î¡®¬ á«ãç ¥ ¨§¬¥¥¨¥

U0 á ãç¥â®¬ (13) ¤«ï ¯«®áª®£® ª®¤¥á â®à  ¤ áâ

á®®â®è¥¨¥

Mb/U0 = q · t2min/βb(L/D)LD. (18)
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�¨á. 2. �å¥¬ â¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¤¨ ¬¨ç¥áª®£® í¥à£®-¬ áá-
  «¨§ â®à    ¡ §¥ áä¥à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à .

� «®£¨ç ï § ¢¨á¨¬®áâì ¡ã¤¥â ¨ ¤«ï æ¨«¨¤à¨-
ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à , â®«ìª® ¨§¬¥¨âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã
βb ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ à §¬¥à ¬¨. �§ (18) á«¥¤ã¥â, çâ®
èª «  ¬ áá-«¨¥© ï.

� ª®¥æ, ¢ á«ãç ¥ áä¥à¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨, ª ª

¬®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¨§ à¨á. 2 ¢¥«¨ç¨  r(τ) ¥ ¡ã¤¥â

§ ¢¨á¥âì ®â ã£«  ¢ë«¥â  ¨§ â®ç¥ç®£® ¨áâ®ç¨ª  I,
â ª ¦¥ ª ª ¥ ¡ã¤¥â § ¢¨á¥âì ¨ ®â  ç «ì®© áª®-
à®áâ¨ (ª¨¥â¨ç¥áª®© í¥à£¨¨), ¥á«¨ § ¤¥à¦¨¢ îé ï
à §®áâì ¯®â¥æ¨ «®¢ ¡ã¤¥â ¨§¬¥ïâìáï ¢® ¢à¥¬¥¨

ª ª (1). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®¤®¡® ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ¯®¢¥àå-
®áâìî ¯®¢®à®â  ç áâ¨æ, ®¤®¢à¥¬¥® áâ àâ®¢ ¢è¨å
¨§ â®ç¥ç®£® ¨áâ®ç¨ª  ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t = 0, ¡ã¤¥â
áä¥à , á®®á ï ®¡ª« ¤ª ¬ ª®¤¥á â®à . �¡ª« ¤ª  b
á § ¤¥à¦¨¢ îé¨¬ ¯®â¥æ¨ «®¬ ®âà §¨â ¢á¥ ç áâ¨æë

á ¬ áá®©, ¬¥ìè¥© ¥ª®â®à®© £à ¨ç®©, á®¢  à §¤¥-
«¨¢ á¯¥ªâà   ¤¢¥ ç áâ¨. � «®£¨ç® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã
¯à®¨§¢®¤¨âáï ¨ à §¢¥àâª  ¯® ¬ áá¥.

� ¬¥ç â¥«ì®© ®á®¡¥®áâìî ®¯¨á ëå

  «¨§ â®à®¢ ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï

¥ â®«ìª® ¬ ááë ç áâ¨æë. �®-¯¥à¢ëå, ¯à¨  «¨ç¨¨

ª®®à¤¨ â®-çã¢áâ¢¨â¥«ì®£® ¤¥â¥ªâ®à  ¢®§¬®¦®

®¯à¥¤¥«¥¨¥  ç «ìëå ã£«®¢ ¢ë«¥â  ç áâ¨æ. �«ï
áä¥à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à  íâ® ®ç¥¢¨¤®, ¤«ï æ¨«¨-
¤à¨ç¥áª®£® ¨ ¯«®áª®£® ¤®ª §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥â à®.
�®-¢â®àëå, ¯® ¢à¥¬¥¨ ¯à®«¥â  ç áâ¨æë ¤® ¤¥â¥ªâ®à 

¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨  ç «ìãî ª¨¥â¨ç¥áªãî

í¥à£¨î ç áâ¨æë, § ï ¥¥ ¬ ááã. �â® ®§ ç ¥â,
çâ® ¯«®áª¨©, æ¨«¨¤à¨ç¥áª¨© ¨ áä¥à¨ç¥áª¨©

ª®¤¥á â®àë á ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬ë¬  ¯àï¦¥¨¥¬ â¨¯ 

(1) ï¢«ïîâáï ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬¨ í¥à£®-¬ áá-á¯¥ªâà ¬¨
¤«ï ¨¬¯ã«ìáëå ¯®â®ª®¢ ¨®®¢ ¯à¨ ãá«®¢¨¨

â®ç¥ç®áâ¨ ¨áâ®ç¨ª  ¨ ¢®§¬®¦®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï

¢à¥¬¥¨ ¯à®«¥â . �®¡ ¢«¥¨¥ ª®®à¤¨ â®-
çã¢áâ¢¨â¥«ì®£® ¤¥â¥ªâ®à  ¤ ¥â ¤®¯®«¨â¥«ìãî

¢®§¬®¦®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¡®¨å  ç «ìëå ã£«®¢

¢ë«¥â . �®«¥¥ â®£®, ãª § ë¥ ª®¤¥á â®àë

ï¢«ïîâáï å®à®è® ¨§¢¥áâë¬¨ í¥à£®  «¨§ â®à ¬¨

â®à¬®§ïé¥£® â¨¯  ¤«ï í«¥ªâà®ëå ¯ãçª®¢.
�®íâ®¬ã äãªæ¨® «ì® ¢¯®«¥ ¢®§¬®¦®

á®¢¬¥é¥¨¥ ¢ ®¤®¬ ¯à¨¡®à¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª®£® í¥à£®-
¬ áá-  «¨§ â®à  ¤«ï ¨¬¯ã«ìáëå ¯®â®ª®¢ ¨

í¥à£®  «¨§ â®à  ¤«ï í«¥ªâà®ëå ¯ãçª®¢.
�®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢ í¥à£®  «¨§¥ ¯à¨¬¥ïîâ-

áï ¬®£®á¥â®çë¥ ª®¤¥á â®àë ¤«ï ã«ãçè¥¨ï ®â®-
è¥¨ï á¨£ «/èã¬. � «®£¨çë¥ ¬¥àë ¤®«¦ë ¡ëâì

¯à¨ïâë ¨ ¯® ®â®è¥¨î ª ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬ í¥à£®-
¬ áá-á¯¥ªâà®¬¥âà ¬ â®à¬®§ïé¥£® â¨¯ . �¤ ª® ¢ ¯®-
á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ ¢®§¬®¦® ã¢¥«¨ç¥¨¥ çã¢áâ¢¨â¥«ì®-
áâ¨ ¨ á ¯®¬®éìî ã¢¥«¨ç¥¨ï ¯«®é ¤¨ í¬¨ââ¨àãîé¥©

¯®¢¥àå®áâ¨ ¤«ï ¯«®áª®£® ¨ æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® ª®¤¥-
á â®à®¢, ª®£¤  ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï
¯«®áª ï ¯«®é ¤ª  «î¡®© ¯«®é ¤¨,   ¢® ¢â®à®¬ —
¨âì, á®®á ï æ¨«¨¤à ¬. � ª «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, ¯®-
¤®¡ ï âà áä®à¬ æ¨ï ¨áâ®ç¨ª®¢ ¥ ®ª §ë¢ ¥âáï  

¢®§¬®¦®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¯® ¬ áá¥.
�áâ ®¢¨¬áï   ¢®¯à®á¥ â®ç®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬ á-

áë   ¯à¨¬¥à¥ ¯«®áª®£® ª®¤¥á â®à . �®®â®è¥¨¥
(18) ¤«ï £à ¨ç®© ¬ ááë ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®-
£à¥è®áâì ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï∣∣∣∣∆mm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∆DD
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∆U0

U0

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∆ββ
∣∣∣∣ . (19)

�  âà¨ á« £ ¥¬ëå ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (19) ¢«¨ïîâ

à §ë¥ ä ªâ®àë. � áá¬®âà¨¬ ¨å ¯® ¯®àï¤ªã. �« -
£ ¥¬®¥ ∆D/D ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, ¢®-¯¥à¢ëå, ¥â®ç®áâìî
¨§£®â®¢«¥¨ï ¢å®¤®© á¥âª¨   «¨§ â®à , ¥¥ ¥¯ -
à ««¥«ì®áâìî á ¯«®áª®áâìî ¨áâ®ç¨ª , à¥«ì¥ä®¬
á ¬®£® ¨áâ®ç¨ª . �¡®§ ç¨¬ íâã ª®¬¯®¥âã ª ª

(∆D/D) mech. �®-¢â®àëå, ¢ íâ® á« £ ¥¬®¥ ¬®¦®

¢ª«îç¨âì ¯®£à¥è®áâì §  áç¥â ª®¥ç®© ¤«¨â¥«ì®-
áâ¨ ¨¬¯ã«ìá  ¨áâ®ç¨ª  ∆T . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨
∆T > 0 ¢¯®«¥ ª®àà¥ªâ® ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ¯à®-
¨áå®¤¨â ¥ à §®¢à¥¬¥ë© áâ àâ ç áâ¨æ á ®¤®©

¯«®áª®áâ¨ z = −D,   ®¤®¢à¥¬¥ë© áâ àâ ç áâ¨æ

¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t = 0 á ¯«®áª®áâ¥© á ª®®à¤¨ â ¬¨

z = −D − v ·∆t, (20)

£¤¥ 0 6 v 6 vmax, 0 6 ∆t 6 ∆T .
�á®, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ”à §¬ëâ¨¥” ¨áâ®ç¨ª  ¡ã-

¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ¢¥«¨ç¨¥

∆D = vmax ·∆T. (21)

�®£¤  ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ (19) ¯à¨¨¬ ¥â ®ª®ç -
â¥«ìë© ¢¨¤

∆D

D
=

(
∆D

D

)
mech

+
vmax ·∆T

D
. (22)

�â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ (19) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ ®á®¢®¬

¤¢ã¬ï ä ªâ®à ¬¨: â®ç®áâìî ¨§¬¥à¨â¥«ì®©  ¯¯ à -
âãàë ¨ ¥¨¤¥ «ì®áâìî á®§¤ ¨ï ¢à¥¬¥®́© § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ (1).
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� ª®¥æ, ¯®á«¥¤¥¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ (19) § ¢¨á¨â ®â â®ç-
®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï £à ¨ç®© ¢¥«¨ç¨ë βb, ®¯à¥¤¥«ï-
¥¬®© à §¬ëâ¨¥¬ ¯ãçª  ¢ â®çª¥ ¯®¢®à®â    ¢¥«¨ç¨ã

∆zturn. �®§¨ª®¢¥¨¥ ∆zturn > 0 ¯à®¨áå®¤¨â ¨§-
§  à áá¥ï¨ï ¯ãçª    ¢å®¤®© á¥âª¥ ª®¤¥á â®à ,
¢«¨ï¨ï ¯ à §¨âëå ¬ £¨âëå ¯®«¥©, à áá¥ï¨ï  
®áâ â®çëå £ § å, ¯à®áâà áâ¢¥®£® § àï¤ . �«¨ï-
¨¥ ¢¥«¨ç¨ë ∆zturn   à §à¥è¥¨¥ ¯® ¬ áá¥ ¡ã¤¥â

¬¨¨¬ «ìë¬, ¥á«¨ ¤¨á¯¥àá¨ï â®ç¥ª ¯®¢®à®â  ¯®

¯ à ¬¥âàã β ¡ã¤¥â ¬ ªá¨¬ «ì®©. �¢¥¤¥¬ ¯®ïâ¨¥

¤¨á¯¥àá¨¨   «¨§ â®à  ¯® â®çª ¬ ¯®¢®à®â  ª ª ¢¥-
«¨ç¨ã

Dβ = β
∂zturn

∂β
. (23)

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ (17), ¤«ï ¯«®áª®£® ª®¤¥á â®à 

Dβ = −
β

β − 1
+ β ln

(
1 +

1

β − 1

)
. (24)

�¥¯¥àì ¨§ (23) ¬®¦® ¯®«ãç¨âì

|∆β/β| = |∆zturn/Dβ|. (25)

�§ (24) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ β → 1 ¤¨á¯¥àá¨ï ¯®

â®çª¥ ¯®¢®à®â ∆β ¡ã¤¥â áâà¥¬¨âìáï ª ¡¥áª®¥ç®áâ¨,
ã¬¥ìè ï ¢«¨ï¨¥ ∆zturn   à §à¥è¥¨¥ ¯® ¬ áá¥.
� á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¨§ (17) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ β → 1
áâà¥¬¨âìáï ª ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ¡ã¤¥â ¨ zturn, ® â®«ìª®
ã¦¥ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª¨. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ «®£ -
à¨ä¬¨ç¥áª¨ ¤®«¦¥ áâà¥¬¨âìáï ª ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ¨

¬ ªá¨¬ «ìë©  ç «ìë© ¯®â¥æ « U0   â®à¬®§ï-
é¥© ®¡ª« ¤ª¥ b. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ ª®¥ç®¬ ¨â®£¥

®£à ¨ç¥¨¥ ¢ à §à¥è¥¨¥ ¯® ¬ áá¥ ¡ã¤¥â ¢®á¨âì

¨áâ®ç¨ª ¯¥à¥¬¥®£®  ¯àï¦¥¨ï â¨¯  (1).
�¢®¤ï ¢®¥¤¨® ¢á¥ ä ªâ®àë, ¯®«ãç ¥¬ ®ª®ç â¥«ì-

®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï à §à¥è¥¨ï ¯® ¬ áá¥ ¢ ¢¨¤¥

∆m

m
=

(
∆D

D

)
mech

+
vmax ·∆T

D
+

∣∣∣∣∆U0

U0

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∆zturn

Dβ

∣∣∣∣ .
(26)

�§ ¢á¥å ¢¥«¨ç¨, ¢å®¤ïé¨å ¢ (26), âàã¤® ¯à¥¤-
áª §ã¥¬ë¬ â¥®à¥â¨ç¥áª¨ ä ªâ®à®¬ ï¢«ï¥âáï ¢¥«¨ç¨-
  ∆zturn. �®íâ®¬ã ª®àà¥ªâ®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ∆zturn

¤®«¦® ¯à®¨§¢®¤¨âìáï   íªá¯¥à¨¬¥â «ì®© ¬®¤¥-
«¨.
�®«¥¥ ¯®¤à®¡®¥ à áá¬®âà¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¢ë¢¥áâ¨

  «®£¨çë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï à §à¥è¥¨ï ¯®  ç «ì-
ë¬ ã£« ¬ ¢ë«¥â  ¨ í¥à£¨¨ ¨®®¢, ®¤ ª® ®¨ §¤¥áì
¥ ¯à¨¢®¤ïâáï.
� § ª«îç¥¨¥ ª®á¥¬áï ¢®¯à®á®¢ ® ¤¨ ¯ §®¥ ¬ áá

¯à¥¤« £ ¥¬®£® ¬¥â®¤ . �§ (3), (13) ¨ (17) á«¥¤ã¥â,
çâ® ¤«ï ®áâ ®¢ª¨   â®à¬®§ïé¥¬ í«¥ªâà®¤¥ b ç áâ¨æ
á ¬ áá®© M âà¥¡ã¥âáï  ç «ìë© ¯®â¥æ¨ « U0 ¢

¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ tmin

U0 = 2
M

Mmin

εmax

q
β

[
β ln

(
β

β − 1

)
− 1

]
. (27)

� ¢¨áïéïï ®â β ç áâì ¢ (27) ¬®®â®® ã¡ë¢ ¥â  
¯®«ã¡¥áª®¥ç®¬ ¨â¥à¢ «¥ (1,+∞) ¤® ¢¥«¨ç¨ë 0.5
(®â¬¥â¨¬, çâ® à ¥¥ ª β ¡ë«® áä®à¬ã«¨à®¢ ® ¨®¥

âà¥¡®¢ ¨¥ β → 1 + 0, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ (26)). �à¨

íâ®¬ áãé¥áâ¢¥®áâì ¢«¨ï¨ï ¢¥«¨ç¨ë ∆zturn/Dβ  

à §à¥è¥¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥  â®«ìª® íªá¯¥à¨-
¬¥â «ì®, ¯®á«¥ ç¥£® ¬®¦® ¡ã¤¥â ®¡®á®¢ ® ¤ âì
à¥ª®¬¥¤ æ¨¨ ¯® ª®¬¯à®¬¨áá®¬ã ¢ë¡®àã β,  ¨«ãç-
è¨¬ ®¡à §®¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ®¡®¨¬ ãá«®¢¨ï¬: ¬¨-
¨¬ «ì®áâ¨ à §à¥è¥¨ï ¨ ¯¨â îé¥£®  ¯àï¦¥¨ï.
�à¨ ¥ á«¨èª®¬ ¬ «ëå β å®à®è¥© ®æ¥ª®© ¤«ï U0

¡ã¤¥â

qU0 =
M

Mmin
εmax. (28)

�§ (28) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï â®à¬®¦¥¨ï ç áâ¨æ á

¬¨¨¬ «ì®© ¬ áá®© Mmin (¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¢¥«¨ç¨ë
Mmin) ¤®áâ â®ç®  ç «ì®© í¥à£¨¨, á®¨§¬¥à¨¬®©
á ¬ ªá¨¬ «ì®© í¥à£¨¥© ç áâ¨æ ¢ ¯ãçª¥. � â® ¦¥

¢à¥¬ï ¢ (28) áâ®¨â ®â®è¥¨¥ ¬ áá, ¯®íâ®¬ã ¬¥â®¤

®¤¨ ª®¢® ¯à¨£®¤¥ ¤«ï «î¡®© ¤¥ª ¤ë ¬ áá: ®â 1 ¤®
10  .¥.¬. ¨«¨ ®â 105 ¤® 106  .¥.¬. � á¨«ã «¨¥©®-
áâ¨ à §¢¥àâª¨  ç «ìë© ¯®â¥æ¨ « ¤®«¦¥ ¡ã¤¥â

¢ëà áâ¨ ¢ 10à §. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®  ¨«ãçè¨¬

¨áâ®ç¨ª®¬ ¤«ï ¯à¥¤« £ ¥¬®£® ¬¥â®¤  ¡ã¤¥â â ª®©,
ª®â®àë© ¤ ¥â ¥ á«¨èª®¬ ¡®«ìè¨¥ εmax (á®â¨ í�)
¯à¨ ¢ëá®ª®© áª¢ ¦®áâ¨ ¨¬¯ã«ìá®¢. �â® ¬®¦¥â ¡ëâì
¨áâ®ç¨ª á í«¥ªâà®ë¬ ã¤ à®¬ ¨«¨ ¨¬¯ã«ìá®©

¤¥á®à¡æ¨¥© ¯®«¥¬, å®âï ¬¥â®¤ ¡ã¤¥â ¯à¨£®¤¥ ¨ ¯à¨

à ¡®â¥ á « §¥àë¬ ¨áâ®ç¨ª®¬ ¨«¨ ¨¬¯ã«ìáë¬ ¨á-
â®ç¨ª®¬ á ¢®§¤¥©áâ¢¨¥¬ ¬®£®§ àï¤ë¬¨ ¨® ¬¨

¡®«ìè¨å í¥à£¨©.
� ®¡« áâ¨ áà ¢¨â¥«ì® ¥¡®«ìè¨å ¬ áá (í«¥¬¥â-

ë©   «¨§) ¬¥â®¤ ¡ã¤¥â ¢¥áì¬  ¯®«¥§¥, ª®£¤  ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ìë© å à ªâ¥à à §¢¥àâª¨ á¯¥ªâà  áª®¬-
¯¥á¨àã¥âáï ¢ë¨£àëè¥¬ ®â à¥ª®à¤®£® ¯®áâã¯«¥¨ï

ç áâ¨æ   ¤¥â¥ªâ®à §  ®¤¨ ¨¬¯ã«ìá. �¥©áâ¢¨â¥«ì-
®, ¥á«¨ ¢ë¡¨à âì ¯«®áª¨© ª®¤¥á â®à, â® ¯«®é ¤ì
¨áâ®ç¨ª  ¢ ¯«®áª®áâ¨, ¯ à ««¥«ì®© ®¡ª« ¤ª ¬,
¯à¨æ¨¯¨ «ì® ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¡à   ¢¥áì¬  ¡®«ìè®©,
¡®«ìè¨¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ â¥«¥áë© ã£®« ¢ë«¥â îé¨å

ç áâ¨æ. �«ï æ¨«¨¤à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à  ¨áâ®ç¨-
ª®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨âì, á®®á ï ®¡ª« ¤ª ¬. � ª®¥æ,
¤«ï áä¥à¨ç¥áª®£® ª®¤¥á â®à  ¨áâ®ç¨ª â®ç¥çë©,
® â¥«¥áë© ã£®« á¡®à  ç áâ¨æ ¡«¨§ª  ª 4π.
�à¨ íâ®¬ ¢ á¨âã æ¨ïå, ª®£¤  ¢ á¯¥ªâà¥ á«¥¤ïâ § 

ª®ªà¥âë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ ¨®®¢ (á¨áâ¥¬ë â¥å®«®£¨ç¥-
áª®£® ª®âà®«ï, ª®¬¯ ªâë¥ ¬®¨â®à¨£®¢ë¥ á¨áâ¥-
¬ë ¤«ï íª®«®£¨¨), ¢ë¨£àëè ¬®¦¥â ¡ëâì ®á®¡¥®

¢¥«¨ª, â ª ª ª ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï ª®ªà¥â®© ¬ ááë

¯à¨æ¨¯¨ «ì® ¤®áâ â®ç® â®«ìª® ¤¢ãå ¨¬¯ã«ìá®¢.
�¤ ª® ¥ ¨áª«îç¥® ¨ ¯à¨¬¥¥¨¥ ¬¥â®¤  ¢ ®¡« áâ¨

â ª¨å ¡®«ìè¨å ¬ áá, ª ª íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ (28).
�à®¯ãáª ¨¥ ¯à¨¡®à  ä ªâ¨ç¥áª¨ ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥-

«ïâìáï â®«ìª® ¯à®§à ç®áâìî á¥â®ª,   ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬
ä ªâ®à®¬, ¢«¨ïîé¨¬   à §à¥è¥¨¥ ¯® ¬ áá¥, ¡ã¤¥â
â®ç®áâì £¥¥à æ¨¨  ¯àï¦¥¨ï, ¨§¬¥ïîé¥£®áï ¢®

¢à¥¬¥¨ ¯® § ª®ã (1).
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