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Теоретически рассмотрены токи в высокоомных полупроводниках, обусловленные выпрямлением волн
пространственного заряда. Наибольшее внимание уделено ситуации, когда низка эффективная концентрация
ловушек. Показано, что при этом инверсный закон дисперсии волн перезарядки ловушек изменяется
на линейный, а дрейфовые волны перестают существовать. В кристаллах с биполярной проводимостью
возникают две моды волн перезарядки ловушек с линейным законом дисперсии. Полученные соотношения
для постоянного и переменного токов описывают неизвестные ранее зависимости токов от концентрации
ловушек, подвижности и времени жизни носителей, волнового числа волн пространственного заряда и
величины приложенного электрического поля.

Работа была выполнена в рамках программы Президиума РАН П-28.

PACS: 72.10.-d, 73.50.-h, 71.45.Lr

Волны пространственного заряда (ВПЗ) представляют
собой собственные моды колебаний пространственного
заряда в высокоомном полупроводнике, к которому
приложено электрическое поле. Хорошо известны две
моды ВПЗ. Одна из них (так называемые дрейфовые
волны (ДВ)) представляет собой движение периодиче-
ского распределения плотности свободных носителей
в электрическом поле (см., например, [1]). Эти волны
имеют линейный закон дисперсии (собственная частота
волны пропорциональна волновому числу), а их свой-
ства слабо зависят от наличия ловушек в кристалле.
Другая мода (волны перезарядки ловушек (ВПЛ)) пред-
ставляет собой сложную комбинацию процесса захвата
носителей на ловушки и движения свободных носителей
в суммарном поле, состоящем из приложенного поля
и поля объемного заряда ловушек. Концепция ВПЛ
и соответствующая теория были впервые предложены
в [2]. При определенных условиях эти волны имеют
необычный (инверсный) закон дисперсии (собственная
частота обратно пропорциональна волновому вектору),
в результате чего их фазовая и групповая скорости
направлены в противоположные стороны. В то же время
при других условиях, которые будут обсуждаться далее,
закон дисперсии ВПЛ может принимать обычный линей-
ный характер [3].

Поскольку ВПЗ представляют собой волны плотности
пространственного заряда и не содержат простран-
ственно однородной компоненты тока, очевидно, что
в отсутствие их взаимодействия между собой или с
каким-либо специально сформированным неоднородным
полем в кристалле ВПЗ не могут вызвать ни перемен-
ного, ни тем более постоянного тока во внешней цепи.
Мы не рассматриваем ток, обусловленный размерными
эффектами, когда длина образца сравнима с длиной
волны ВПЗ. Однако существующие экспериментальные

методики позволяют не только возбудить ВПЗ, но и
обеспечить так называемые эффекты выпрямления ВПЗ,
что в конечном итоге приводит к появлению про-
странственно однородного тока в кристалле, а
следовательно, и во внешней цепи. Экспериментально
возможно одновременно с возбуждением ВПЗ создать в
образце статическую решетку поля с пространственным
периодом, совпадающим с длиной волны ВПЗ.
Взаимодействие ВПЗ со статической решеткой поля
обеспечивает „пространственное выпрямление“ ВПЗ и
появление переменного во времени, но однородного в
пространстве тока в кристалле и во внешней цепи [4–6].
Возможно также реализовать „полное выпрямление“
за счет нелинейного взаимодействия двух ВПЗ с
сопряженными фазами, приводящее к изменению
постоянного тока, протекающего через образец [7,8].
Качественно происхождение эффектов полного и
пространственного выпрямления легко видно из следу-
ющего примера. ВПЗ описываются выражениями типа
n(�) exp[i (�t − Kx)], где n(�) — комплексная ампли-
туда плотности заряда, � и K — собственная частота и
волновой вектор соответствующей волны. Если в образ-
це создано статическое периодическое в пространстве
поле, содержащее компоненты типа Esc0 exp(iKx), пе-
ременный ток I 1 ∝ n(�) exp[i (�t − Kx)]Esc0 exp(iKx)
= n(�)Esc0 exp(i�t) не зависит от координат, а зависит
лишь от времени и может быть зарегистрирован во
внешней цепи. Полное выпрямление реализуется
за счет нелинейного взаимодействия двух ВПЗ
n(�) exp[i (�t − Kx)] и Esc1(�) exp[−i (�t − Kx)], что
приводит к изменению постоянного тока на
величину n(�) exp[i (�t − Kx)]Esc1(�) exp[−i (�t − Kx)]
= n(�)Esc1(�). Здесь Esc1(�) — амплитуда поля ВПЗ.

Появление переменного или изменение постоянного
тока за счет выпрямления ВПЗ не следует смешивать с
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Схема оптического возбуждения волн пространственного заря-
да с помощью осциллирующей интерференционной картины.
1 — исследуемый образец, A1 и A2 — комплексные амплитуды
освещающих лучей, R — сопротивление нагрузки.

эффектом нестационарной фотоэдс, приводящей к появ-
лению переменного [9–12] или постоянного [13] тока во
внешней цепи при соответствующем освещении образца
в отсутствие приложенного электрического поля. Неста-
ционарная фотоэдс означает появление дополнительного
источника тока, который существует независимо от
наличия приложенного поля и преобразует энергию
падающего света в энергию электрического поля. В то
же время появление переменного или изменение посто-
янного тока за счет выпрямления ВПЗ не связано с
появлением новых источников тока, а просто означает
изменение фотопроводимости образца за счет нелиней-
ных взаимодействий ВПЗ или их взаимодействия со ста-
тической решеткой. При приложении достаточно боль-
шого внешнего поля оба явления (выпрямление ВПЗ и
нестационарная фотоэдс) существуют одновременно, но
ток нестационарной фотоэдс существенно меньше токов
за счет выпрямления ВПЗ. Соотношение их величин
зависит, в частности, от отношения ED/E0, где E0 —
приложенное электрическое поле, а ED — диффузион-
ное поле.

К настоящему времени токи, обусловленные ВПЗ, до-
статочно хорошо исследованы в фоторефрактивных кри-
сталлах со структурой силленита, которые представляют
собой с точки зрения их электрических свойств высоко-
омные фотопроводники. Как известно, эффективная кон-
центрация ловушек Neff в этих кристаллах велика (по-
рядка 1016−1017 cm−3 [14–16]), а поэтому в большинстве
случаев при рассмотрении токов ВПЗ можно было пре-
небрегать эффектами насыщения ловушек. Однако в по-
лупроводниковых материалах, таких как, например SiC
или CdTe : V, Ge, ситуация может оказаться иной, и учет
факта ограниченного числа ловушек может оказаться
важным. Настоящая работа посвящена теоретическому
анализу токов, обусловленных ВПЗ, с учетом конечного
числа ловушек. Установлено, что при умеренной кон-
центрации ловушек амплитуда переменного тока может

иметь характерный максимум, положение которого зави-
сит от волнового числа ВПЗ, что обеспечивает возмож-
ность определения эффективной концентрации ловушек.
Далее установлено, что при достаточно малой эффектив-
ной концентрации ловушек и низком значении произве-
дения подвижности на время жизни свободных носите-
лей инверсный закон дисперсии ВПЛ меняется на линей-
ный, одновременно с чем исчезают условия возникнове-
ния ДВ. Таким образом, показано, что при малой концен-
трации ловушек сохраняется лишь одна мода ВПЗ. Кро-
ме того, впервые показано, что при наличии биполярной
проводимости и низкой концентрации ловушек возника-
ют две моды ВПЛ, одна из которых связана с электро-
нами, а другая — с дырками. Взаимодействие же между
этими модами возникает через взаимодействие электро-
нов и дырок с общим внутренним электрическим полем.

1. Основные уравнения

Рассматривается модель, когда ВПЗ возбуждаются
оптически с помощью осциллирующей интерференцион-
ной картины (см. рисунок). Исследуемый кристалл пред-
ставляет собой высокоомный фотопроводник, темновой
проводимостью которого мы пренебрегаем. Методика
расчета подробно описана в [17]. Полагаем, что внутри
запрещенной зоны кристалла имеются два уровня —
донорный с концентрацией ND и акцепторный с кон-
центрацией NA. Все акцепторные уровни заряжены от-
рицательно, а при освещении электроны возбуждаются
в зону проводимости с заполненной части донорных
состояний. Рекомбинация фотоэлектронов происходит
обратно на незанятые донорные уровни. Тогда уравнение
Пуассона для электрического поля E, направленного
вдоль оси x, имеет вид

εε0

e
∂E
∂x

= N+ − n− NA, (1)

где ε — диэлектрическая проницаемость материала,
n — концентрация фотоэлектронов, N+ — концентрация
ионизованных доноров. Выражение для плотности тока
во внешней цепи I с учетом омической и диффузионной
составляющих, а также тока смещения есть

εε0
∂E
∂t

+ enµE + eD
∂n
∂x

= I , (2)

µ — подвижность фотоэлектронов, D — коэффициент
диффузии. И наконец, уравнение непрерывности следует
записать в виде

∂n
∂t

+
nN+

ϑ
+
εε0

e
∂2E
∂x ∂t

= g(1 + h)(ND − N+), (3)

ϑ — параметр, характеризующий скорость рекомбина-
ции. Правая часть (3) описывает скорость фотогенера-
ции электронов, которая пропорциональна интенсивно-
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сти засветки W(x, t)

W(x, t) = W0

[
1 + h(x, t)

]
,

h(x, t) = mcos(Kx +2 cos�t), (4)

где m — контраст интерференционной картины; 2 —
амплитуда фазовой модуляции одного из освещающих
лучей, которая определяет амплитуду колебаний ин-
терференционной картины относительно ее среднего
положения; � — частота колебаний интерференционной
картины. Параметр g определяет скорость возбуждения
носителей в зону проводимости, предполагается, что
g ∝W0. Выражение для интенсивности интерференцион-
ной картины (4) при условии 2� 1 можно представить
следующим образом:

W(x, t) ∼= W0

[
1 + mcos(Kx)− 1

2
m2 sin(Kx −�t)

− 1
2

m2 sin(Kx +�t)
]
,

откуда видно, что в кристалле под действием за-
светки будет формироваться статическая решетка за-
ряда, пропорциональная mcos(Kx), и движущиеся в
противоположные стороны решетки, пропорциональные
m2 sin(Kx ±�t). Движущиеся решетки играют роль
вынуждающей силы, возбуждающей при выполнении
резонансных условий собственные моды ВПЗ. Наличие
статической решетки играет принципиальную роль для
пространственного выпрямления ВПЗ.

В случае однородного освещения, когда m = 0, систе-
ма уравнений (1)−(3) имеет решение

E0 =
4

1 + q
, I 0 = eµn0E0 = σE0, N+0 = NA + n0,

n0 = −1
2

(NA + gϑ) +

√
1
4

(NA− gϑ)2 + gϑND. (5)

Здесь E0, I 0, n0, N+0 — соответствующие величины
в условиях однородного освещения (при m = 0); σ —
фотопроводимость; 4 = U/L; U — внешний потенциал;
L — длина образца; q = R6/Rc = σρ; R6 — суммарное
сопротивление, состоящее из сопротивления нагрузки
и сопротивления приконтактных областей в кристалле;
Rc — сопротивление кристалла (без приэлектродных
областей); ρ — эффективное удельное сопротивление,
введенное вместо R6 для удобства дальнейшего описа-
ния (см. [17]). Заметим, что учет падения напряжения
на нагрузочном сопротивлении и на приконтактных
областях приводит к тому, что поле внутри кристалла E0
отличается от ожидаемого „расчетного“ поля 4.

Теперь перейдем к основной задаче — изучению вли-
яния осциллирующей интерференционной картины на
плотность тока во внешней цепи I . Обозначим измене-
ния за счет интерференционной картины интересующих

нас величин поля, концентраций и тока через δE, δn,
δN+, δI

E = E0 + δE, n = n0 + δn,

N+ = N+0 + δN+, I = I 0 + δI .

Уравнение (1) при этом принимает вид

δN+ = δn +
εε0

e
∂δE
∂x

. (6)

Тогда из (2), (3) с учетом (6) получаем уравнения для δE
и δn

εε0

e
∂δE
∂t

+ µn0δE + µδnE0 + µδnδE + D
∂δn
∂x

=
δI
e
, (7)

∂δn
∂t

+
δn
τ

+
1
τ

(
δn +

εε0

e
∂δE
∂x

)(
n0 + δn
n0 + NA

+ gτ (1 + h)
)

+
εε0

e
∂2δE
∂x ∂t

= gh(ND − n0 − NA). (8)

Здесь введено эффективное время жизни фотоэлектро-
нов в зоне

τ =
ϑ

NA + n0

. (9)

Введя безразмерные переменные

ν =
δn
n0

, Y =
δE
E0

, j =
δI
I 0

, z = Kx, T = �t,

3 =
DK
µE0

≡ ED

E0

, d = τ µE0K, (10)

получаем из (7), (8) систему уравнений для ν и Y

�τM
∂Y
∂T

+ Y + ν + νY + 3
∂ν

∂z
= j , (11)

�τ
∂ν

∂T
+ ν + α

(
1 +

ND − NA− n0

ND
ν +

NA + n0

ND
h

)

×
(
ν +

dτM

τ

∂Y
∂z

)
+�τMd

∂2Y
∂z ∂T

= h. (12)

Здесь τM = εε0/eµn0 — максвелловское время релакса-
ции,

α =
n0

Neff

, Neff =
(NA + n0)(ND − NA− n0)

ND
. (13)

Отметим важную роль для дальнейшего анализа вве-
денного параметра d, который представляет собой отно-
шение дрейфовой длины к длине волны решетки. Этот
параметр является одним из важнейших при оценке
добротности рассматриваемых ВПЗ.

Решение уравнений (11), (12) удобно искать в пред-
ставлении Фурье

Y(z, T) =
∑
p,l

Yp,l exp(i pz + i lT ). (14)
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В этом представлении (11), (12) принимают вид

(1 + i�τMl)Yp,l + (1 + i3p)νp,l

+
∑
p′,l ′

νp−p′,l−l ′Yp′,l ′ = j lδp.0, (15)

hp,l = (1 + α + i�τ )νp,l −�τM plYp,l

+
α

ND

∑
p′,l ′

[
(ND− NA− n0)νp−p′,l−l ′

+ (NA+ n0)hp−p′,l−l ′

][
νp′,l ′ + i

dτM

τ
p′Yp′,l ′

]
. (16)

hp,l =
1
2

mil Jl(2)
[
δp,1 + (−1)l δp,−1

]
. (17)

Здесь Jl (2) – функция Бесселя. Эту систему уравнений
следует дополнить „граничным“ условием, которое от-
ражает тот факт, что изменение тока во внешней цепи
приводит к изменению внутреннего поля E0 за счет
падения напряжения на нагрузочном сопротивлении и
на контактах [4,17]

Y0,l = −q j l . (18)

С помощью (18), полагая в (15) p = 0 (поскольку
ищем однородную компоненту тока), получаем искомое
выражение для тока

j l

[
1 + q(1 + i�τMl)

]
= ν0,l +

∑
p′,l ′

ν−p′,l−l ′Yp′,l ′ . (19)

Решение нелинейных уравнений (15), (16) ищем по-
средством итераций по малому параметру m (слабому
контрасту). В наинизшем (первом) порядке по m эти
уравнения сильно упрощаются

(1 + i�τM)Y(1)
p,l + (1 + i3p)ν (1)

p,l = 0,

hp,l = (1 + α + i�τ )ν (1)
p,l −�τM plY(1)

p,l .

При этом было принято во внимание, что в линейном
приближении по m j(1)

l = ν
(1)
0,l = 0, поскольку в ли-

нейном приближении ВПЗ не создают пространственно
однородного тока. Отсюда в линейном приближении
по m находим

Y(1)
p,l = hp,l

1 + i3p
τ τM(�l −�1,p)(�l −�2,p)

= − 1 + i3p
1 + i�τMl

ν
(1)
p,l . (20)

Здесь

�1,2,p =
d

2τ

×
[

p + iγ ±
√

(p+ iγ)2 +
4τ
τMd2

(1 + α)− 4α
d

(i p−3)
]
.

(21)

γ =
1
d

(
1 + α +

τ

τM

+ 3d

)
. (22)

Напомним, что в соответствии с (17) индекс p = ±1,
т. е. рассматривается лишь первая пространственная гар-
моника с волновым числом K. Уравнение (20) пока-
зывает, что при выбранной схеме возбуждения ВПЗ и
при достаточно больших 2 в кристалле даже в линей-
ном приближении по m имеются различные временные
гармоники (различные l) вынуждающей силы, которые
вызывают резонансное возбуждение двух мод собствен-
ных колебаний пространственного заряда в кристалле.
Это происходит в том случае, если частота внешнего
воздействия удовлетворяет условию � = Re (�1p/l) или
� = Re (�2p/l) и при этом время жизни колебаний
больше их периода (добротность резонанса достаточно
высокая, т. е. отношение вещественной части к мнимой
в (21) больше единицы). Индексы „1“ и „2“ в (21)
означают две разные моды колебаний, которые мы
сейчас обсудим. Если же 2� 1, то компоненты тока
с l > 1 пренебрежимо малы.

2. Дисперсионные соотношения

В работе [17] было показано, что резонансные ча-
стоты, полученные подобно тому, как рассчитаны �1,2
в (21), представляют собой дисперсионные соотноше-
ния для ДВ и ВПЛ (выбор знака индекса p зависит
от направления приложенного поля). Положим для
определенности p = 1 и будем считать, что d2τM � τ ,
1 + γ2 � α2/d2 (что обычно оправдано в стандартных
экспериментальных ситуациях). Тогда имеем упрощен-
ные дисперсионные соотношения

�1
∼=

d
τ

(1 + iγ) = KµE0(1 + iγ), (23)

�2
∼= −

1
τMd

1 + α + ED
Eq
− i E0

Eq

1 + iγ
. (24)

Здесь введено поле насыщения ловушек [18]

Eq = E0
τ

dτMα
=

eNeff

εε0K
. (25)

Далее будем использовать термин „насыщение лову-
шек“, имея в виду, что выполнено условие E0 > Eq.
Обычно собственная частота первой моды �1 значитель-
но выше, чем второй �2.

Выражение (22) является дисперсионным соотноше-
нием для ДВ, т. е. для моды, не связанной с перехода-
ми на ловушки. Низкочастотная же мода обусловлена
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перезарядкой ловушек [2], так что ее дисперсионное
соотношение (24) сильно зависит от концентраций при-
месных центров. Дисперсионное соотношение типа (24)
для ВПЛ впервые получено в [3]. Рассмотрим это
соотношение подробнее.

Для того чтобы показать наиболее важные свойства
дисперсионного соотношения (24), рассмотрим наибо-
лее простой (и для сравнения с экспериментом наиболее
важный) случай не слишком сильной интенсивности
засветки, когда α = n0/Neff � 1 или n0

∼= gτND � NA
(см. (5) и (9)). Кроме того, пренебрежем диффузион-
ными процессами, т. е. положим ED � E0. Тогда диспер-
сионное соотношение для ВПЛ принимает вид

�2 = − d
τM(d2 + 1)

[
1− β − i

(1
d

+ βd
)]
, (26)

где введена новая безразмерная величина

β =
E0

Eqd
=

εε0

µτ eNeff

. (27)

Важно заметить, что параметр β определяется ис-
ключительно свойствами исследуемого материала и не
зависит ни от характера интерференционной картины
(интенсивности засветки и волнового вектора K), ни
от величины приложенного поля E0. Из (26) следует,
что ВПЛ являются слабозатухающими при условии
|1− β| � d−1 + βd. Это неравенство реализуется в двух
случаях: а) β� βd� 1 или (µτ )−1�KE� eNeff/(εε0),
при этом добротность колебаний Q = d, б) β � dβ � 1
или (µτ )−1 � KE� eNeff/(εε0), а добротность коле-
баний Q = E0/(Eq + E0d). В первом случае истощение
донорных уровней роли не играет, и дисперсионное
соотношение принимает вид

�2 = −(τMd)−1(1− id−1). (28)

При высокой добротности (d� 1)

�2 ≈ −(τMd)−1 =
1

τMµτ KE0

. (29)

Более подробно проблема добротности ВПЛ в слу-
чае (а) обсуждается в [19].

В случае (б) (эффективная концентрация ловушек и
произведение µτ достаточно малы)

�2 = τ −1
M d

[
β + i (d−1 + βd)

]
. (30)

При высокой добротности E0/Eq � 1

�2 ≈ τ −1
M dβ =

E0

τMEq
=
εε0KE0

τMeNeff

. (31)

Интересно сравнить выражение (31) с реальной ча-
стью (23). В обоих случаях, т. е. и для ДВ, и для ВПЛ,
закон дисперсии носит линейный характер (� ∝ K), при-

чем зависимость от поля также одинакова. Поэтому при
экспериментальном исследовании для идентификации
типа волн недостаточно измерений зависимости резо-
нансных частот от K и E0. Необходимы дополнительные
данные, например, данные о зависимости резонансной
частоты от интенсивности освещения. Частота �1 в (23)
не зависит от интенсивности света, в то время как �2
растет с увеличением засветки, поскольку при увеличе-
нии интенсивности света падает τM . Заметим, что, если
при выполнении условий (а) обе моды (ДВ и ВПЛ) явля-
ются слабозатухающими (долгоживущими), в случае (б)
реально существуют только ВПЛ (с линейным законом
дисперсии), в то время как ДВ при этом просто не
существуют, так как их добротность много меньше еди-
ницы. Подчеркнем, что из условия (б) следует, что для
обеспечения линейного закона дисперсии ВПЛ требует-
ся одновременное выполнение двух условий в кристалле:
насыщение ловушек и низкое значение произведения µτ .

В заключение этого раздела нужно отметить, что в
промежуточной переходной области значений β (β ≈ 1)
время жизни ВПЛ при любых значениях d (т. е. при лю-
бых значениях экспериментальных параметров K и E0)
мало. Это значит, что при β ≈ 1 ВПЛ не существуют.

3. Поправки к постоянному току
(полное выпрямление ВПЗ)

Разложение тока j l по степеням m начинается с чле-
нов порядка m2. Поэтому, согласно (19), для определе-
ния тока в наинизшем порядке по контрасту необходимо
определить еще ν (2)

0,l из уравнения (16)

(1 + α + i�τ l)ν (2)
0,l = − α

ND

∑
p,l ′

[
(NA + n0)h−p,l−l ′

+ (ND − NA − n0)ν (1)
−p,l−l ′

](
ν

(1)
p,l ′ + i

dτM

τ
pY(1)

p,l ′

)
. (32)

Теперь можно непосредственно приступить к опреде-
лению тока. Для нахождения зависимости постоянного
тока от частоты колебаний интерференционной картины
необходимо в (19) положить l = 0. Тогда после элемен-
тарных преобразований с использованием (20) и (23)
получаем для плотности постоянного тока

I 0(�) = E0σ (1 + j 0), (33)

где

j 0 = − m2

2(1 + q)(τ τM)2

{
A(0)
|�1�2|2

(
1− 22

2

)
+
22

4

×
[

A(�)∣∣(�−�1)(�−�2)
∣∣2 +

A(−�)∣∣(�+�1)(� +�2)
∣∣2
]}

.
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Здесь мы ограничились случаем малой амплитуды коле-
баний решетки, т. е. 2� 1,

A(�) = 1 +
ED

E0

�τM +
2(ND − NA− n0)

ND(1 + α)

×
[
α(1 +�2τ 2

M) +
E0

Eq
�τM −

ED

Eq

]
− 2(NA + n0)

ND(1 + α)

×
[(

τ τM�
2 −�τM − 1− α − ED

Eq

)(
α − ED

Eq

)
+
(
α�τM +

E0

Eq

)(
γd�τM −

E0

Eq

)]
. (34)

В случае слабой интенсивности засветки и пренебре-
жения диффузией выражение для частотной зависимости
поправки к постоянному току упрощается

j 0 =− m2

2(1 + q)

{
A(0)

1 + (E0/Eq)2

(
1− 22

2

)
+

22

4(τ τM)2

×
[

A(�)∣∣(�−�1)(�−�2)
∣∣2 +

A(−�)∣∣(�+�1)(�+�2)
∣∣2
]}

,

(35)

A(�) = 1 + 2
NA

ND

(E0

Eq

)2
+ 2

ND − NA

ND

E0

Eq
�τM . (36)

При E0/Eq → 0 это выражение для тока переходит в
соответствующее соотношение (35) в [17] в условиях
отсутствия насыщения ловушек. Формально выраже-
ния (35) и (36) содержат в знаменателе произведения,
указывающие на возможность резонансного увеличения
поправки к току как на частоте ДВ, так и на часто-
те ВПЛ. В действительности поправками к току на ча-
стоте ДВ в рамках рассматриваемой модели можно пол-
ностью пренебречь, поскольку, если в кристалле реали-
зуется линейный закон дисперсии для ВПЛ, ДВ, как уже
упоминалось, не существует (их добротность мала). Ес-
ли же ДВ существуют (выполнены условия для инверс-
ного закона дисперсии ВПЛ), но �1 � �2 и τM � τ ,
что предполагается в рассматриваемой модели, то в
этом случае на частоте ДВ поле волны и плотность
заряда волны сдвинуты по фазе практически на π/2,
поэтому их произведение, определяющее поправку к
постоянному току, близко к нулю. Поэтому в рамках
рассматриваемой модели (один тип носителей заряда,
�1 � �2 и τM � τ ) эффект полного выпрямления ВПЗ
наблюдаем только для волн перезарядки ловушек и
не наблюдается для дрейфовых волн. С учетом этого
обстоятельства формулу (35) можно упростить, положив
�� �1, и получить выражение для тока в виде

I 0(�) = E0σ

{
1− m2

1 + q

[
A(0)(1−2/2)

2(1 + β2d2)

+
A(�)22/8

(�τMd− 1)2 + (�τM + βd)2

+
A(−�)22/8

(�τMd + 1)2 + (�τM − βd)2

]}
. (37)

В условиях отсутствия насыщения ловушек (при β = 0)
этот результат совпадает с соотношением (56) из [17].

Оценим величину эффекта полного выпрямления в
резонансе для трех возможных ситуаций. Первая —
инверсный закон дисперсии и β � 1. Здесь отношение
1I 0/I 0

∼= −m222d2/[8(1 + q)] имеет отрицательный знак
и может достигать десятков процентов при m≈ 0.5,
2 ≈ 0.5, q ≈ 1 и d ≈ 10, что согласуется с экспе-
риментом [7]. Вторая ситуация — линейный закон
дисперсии (βd� 1, d� 1) и (ND − NA)/ND � 1. То-
гда 1I 0/I 0

∼= −m222β2d2/[4(1 + q)] также имеет отрица-
тельный знак и тоже может достигать вполне наблюдае-
мых величин порядка единиц или десятков процентов в
зависимости от величины βd. Третья ситуация — линей-
ный закон дисперсии (βd� 1, d� 1), но NA/ND � 1.
Тогда 1I 0/I 0

∼= m222β2d2/[4(1 + q)] также может до-
стигать вполне наблюдаемых величин, но имеет по-
ложительный знак. Таким образом, экспериментальное
определение знака поправки к току дает возможность
сделать очень важный вывод о соотношении доноров и
акцепторов в исследуемом кристалле.

4. Переменный ток (пространственное
выпрямление ВПЗ)

Для определения комплексной амплитуды первой
частотной гармоники переменного тока j (�) следует
в (19) положить l = 1. С учетом (20) и (32) имеем

j 1[1 + q(1 + i�τM ] =
im22

4(τ τM)2|�1�2|2(1 + α + i�τ )

×
{
−i

NA + n0

ND

E0

Eq
(1 + 2α) +

B(�)
τ τM(�−�1)(�−�2)

− B∗(−�)
τ τM(� +�∗1)(� +�∗2)

}
, (38)

B(�) =
1
2

(
1 + α +

ED

Eq
− i

E0

Eq

){
(1 + α + i�τ )

×
(

2 + i�τM

(
1 + i

ED

E0

))
+

ND − NA− n0

ND

×
(
α + iα�τM −

ED

Eq
−�τM

i
2

(ED

Eq
+ i

E0

Eq

))

− NA + n0

ND

(
1 + α +

ED

Eq
+ i

E0

Eq

)

×
(
α + iα�τM −

ED

Eq
+ i

E0

Eq

)}
. (39)

В указанном выше предельном случае слабой засветки
и пренебрежения диффузией (α → 0, ED → 0) эти со-
отношения упрощаются. Тогда плотность переменного
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тока J1(�) = σE0 j 1(�) или

J1(�) = σE0
im22

4[1 + q(1 + i�τM)][1 + (E0/Eq)2](1 + i�τ )

×
{

i
NA

ND

E0

Eq
+

B(�)
τ τM(�−�1)(�−�2)

− B∗(−�)
τ τM(� +�∗1)(� +�∗2)

}
, (40)

B(�) =
1
2

(
1− i

E0

Eq

){
(1 + i�τ )(2 + i�τM)

+
E0

Eq

[
ND − NA

2ND

�τM − i
NA

ND

(
1 + i

E0

Eq

)]}
. (41)

Как видно из приведенных соотношений, переменный
ток может иметь два максимума, соответствующих резо-
нансному возбуждению ДВ и ВПЛ. Уравнения (38)−(41)
содержат всю необходимую информацию о положении
резонансных частот и амплитуде измеряемых сигналов
для обеих мод колебаний. Однако они слишком гро-
моздки для качественного сравнения с экспериментом.
Поэтому приведем ряд соотношений, которые могут
быть непосредственно использованы для сравнения с
экспериментом. Для упрощения формул пренебрегаем
влиянием диффузии.

4.1. Р е з о н а н с н ы е ч а с т о т ы.
а) Насыщением ловушек полностью пренебрегаем

(β = 0). Тогда положение максимума за счет ДВ наблю-
дается на частоте

�R1 ≈
√

(d2 − 1)
τ

, (42)

а за счет ВПЛ на частоте

�R2 ≈
1

τM

√
(d2 + 1)

. (43)

б) Насыщение ловушек определяет линейный закон
дисперсии ВПЛ. Тогда резонансного максимума за
счет возбуждения ДВ нет, а положение максимума за
счет ВПЛ наблюдается на частоте

�R2 ≈

√
1 +

(
E0
Eq

)2

τM

√
(d2 + 1)

. (44)

4.2. В е л и ч и н а а м п л и т у д ы т о к а в м а к с и м у -
м е (в р е з о н а н с е) .

а) Насыщением ловушек полностью пренебрегаем
(β = 0). Для ДВ ∣∣J1(�R1)

∣∣ ≈ σE0m22

8
. (45)

(Более точное выражение, учитывающее емкость при-
электродных областей, что важно при высоких частотах,
имеется в [20]). Для ВПЛ∣∣J1(�R2)

∣∣ ≈ σE0m22d
4

. (46)

б) β 6= 0, но остаются справедливыми условия
βd� 1, d� 1. Амплитуда тока в максимуме для ДВ
по-прежнему описывается (45). Для ВПЛ

∣∣J1(�R2)
∣∣ ≈ σE0m22d

4(1 + βd2)
∝ E2

0 K

1 + εε0µτ E2
0 K2/(eNeff)

. (47)

Обратим внимание на то, что в последнем случае имеет
место немонотонная зависимость амплитуды тока от
волнового числа K. Это обстоятельство может быть
использовано для нахождения Neff и произведения µτ .

в) Выполнены условия для линейного закона диспер-
сии ВПЛ βd� 1, d� 1. Максимума, соответствующего
возбуждению ДВ, не наблюдается. Амплитуда тока за
счет возбуждения ВПЛ имеет вид

∣∣J1(�R2)
∣∣ ≈ σE0m22d(|1− β|)

4(1 + β2d2)(1 + βd2)
≈ σE0m22

4βd(1 + βd2)
. (48)

Заметим, что в этом случае амплитуда тока падает с
увеличением добротности волны, равной βd.

Необходимо отметить, что формулы для резонанс-
ных частот (42)–(44) совпадают с дисперсионными
соотношениями (23), (29) и (31) только при высокой
добротности соответствующих волн. Это обусловлено
выбранной методикой возбуждения ВПЗ. Дело в том,
что при освещении колеблющейся интерференционной
картиной в кристалле, как уже упоминалось в начале
работы, возбуждаются две решетки заряда, бегущие в
противоположные стороны. Одна из решеток обеспечи-
вает резонансное возбуждение ВПЗ, при этом вторая
не играет существенной роли при высокой добротности
резонанса. Однако при низкой добротности резонанса
обе бегущие решетки возбуждают сравнимые по вели-
чине волны (причем это уже преимущественно релакса-
ционные волны, а не собственные колебания), так что
вторая (нерезонансная) решетка вносит заметный вклад
в детектируемый сигнал, что и приводит к изменению
его частотной зависимости.

5. Дисперсионные соотношения волн
пространственного заряда
при биполярной фотопроводимости

Интересную и нетривиальную роль играет наличие
одновременно фотоэлектронов и фотодырок при фор-
мировании волн пространственного заряда. Далее при
исследовании таких волн при биполярном переносе тока
используем модель независимой фотогенерации и ре-
лаксации электронов и дырок: электроны возбуждаются
с донорных уровней с концентрацией NDe, частично
компенсированных акцепторами с концентрацией NAe,
в то время как дырки генерируются с акцепторного
уровня NAp, компенсированного донорами с концентра-
цией NDp. Связь же между электронами и дырками
возникает лишь через внутреннее электрическое поле,
формируемое обоими типами носителей. В такой модели
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система уравнений для концентрации электронов n,
дырок p, заряженных донорных и акцепторных цен-
тров Ne+ и Np− и электрического поля E имеет вид
(ср. с аналогичными уравнениями (1)−(3) при монопо-
лярном переносе)

εε0

e
∂E
∂x

= Ne+ − n− NAe− Np− + p− NDp, (49)

∂n
∂t

+
nNe+

ϑe
− 1

e
∂ j e

∂x
= ge(NDe − Ne+), (50)

∂Ne+

∂t
+

nNe+

ϑe
= ge(NDe− Ne+), (51)

∂p
∂t

+
pNp−
ϑp

+
∂ j p

∂x
= gp(NAp− Np−), (52)

∂Np−
∂t

+
pNp−
ϑp

= gp(NAp− Np−), (53)

j e = enµeE + eDe
∂n
∂x
, (54)

j p = epµpE + eDp
∂p
∂x
. (55)

В настоящей работе ограничиваемся исследованием
лишь спектра волн пространственного заряда, а поэтому
освещенность полагаем однородной (h = 0), ge и gp —
скорости фотогенерации электронов и дырок соответ-
ственно.

Равновесные концентрации электронов n0 и дырок p0
даются соотношениями типа (5). Линейные поправки δn,
δp и δE представим в виде преобразования Фурье по
координате и времени, например, для δn имеем

δn(q, ω) =
∫

dx dtδn(x, t) exp(iqx + iωt).

Здесь мы ввели новые обозначения для волновых чисел
и частот с тем, чтобы избежать недоразумений при со-
поставлении с формулами в предыдущей части работы.

Уравнения для линейных поправок (после исключения
переменных δNe+ и δNp−), описывающие спектр соб-
ственных колебаний ω(q), принимают вид

iωτe

(
1 +

1
αe + iωτe

)
δn

− iqτe(n0µnδE + δnµnE0 + iqDeδn) = 0, (56)

iωτp

(
1 +

1
αp + iωτp

)
δp

+ iqτp(p0µpδE + δpµpE0 + iqDpδp) = 0, (57)

iq
εε0

e
δE = −

(
1 +

1
αe + iωτe

)
δn +

(
1 +

1
αp + iωτp

)
δp.

(58)
Здесь введены параметры для электронов и дырок τe,p,
αe,p аналогично формулам (9), (13) с соответствующими

переобозначениями для биполярной модели. Из уравне-
ний (55)–(57) получаем дисперсионное уравнение для
волн пространственного заряда

1− τeτ
−1

Me

−iωτe + (ide− q2τeDe)
αe+iωτe

1+αe+iωτe

−
τpτ
−1

Mp

−iωτp + (idp− q2τpDp)
αp+iωτp

1+αp+iωτp

= 0. (59)

Здесь введены максвелловские времена релаксации
τMe = εε0/eµen0 и τMp = εε0/eµpp0 для электронов и
дырок, а также соответствующие безразмерные пара-
метры de,p (см. (10)). Дисперсионное уравнение (59)
достаточно сложное и описывает как волны переза-
рядки ловушек, так и дрейфовые волны в условиях
биполярной проводимости как при насыщении, так и в
отсутствии насыщения ловушек. Далее обсудим диспер-
сионные соотношения лишь для волн перезарядки ло-
вушек (ωτe,p � 1), а также в пренебрежении диффузией
(De,p = 0) и при малых значениях параметров αe,p. Тогда
дисперсионное уравнение существенно упрощается

1 =
1

−iωτMe(1− ide) + ideβe

+
1

−iωτMp(1− idp) + idpβp
. (60)

Из (60) следует, что при наличии электронов и дырок
возникает, вообще говоря, две моды ВПЗ с дисперсион-
ными соотношениями

2ω1,2 =
dpβp + i

τMp(1− idp)
+

deβe + i
τMe(1− ide)

±

√( dpβp+i

τM p(1−idp)
− deβe+i

τMe(1−ide)

)2
− 4

τMeτM p(1−ide)(1−idp)
,

(61)

ω1
∼= −

1
τMe(de + i )

− 1
τMp(dp + i )

, (62)

в то время как частота второй моды тождественно обра-
щается в нуль. Иными словами, в отсутствие насыщения
ловушек наличие биполярной проводимости радикально
не меняет спектр волн перезарядки ловушек.

Ситуация существенно меняется во втором предель-
ном случае, если d� 1, βd� 1, когда насыщение
ловушек играет определяющую роль. В таких условиях
сохраняются обе моды ВПЛ. В случае если частоты этих
колебаний сильно отличаются друг от друга, дисперси-
онные соотношения для них имеют очень простой вид
ω1 = ωe и ω1 = ωp, где

ωe,p =
1

τMe,p

βe,pde,p

1− ide,p
. (63)
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Заметим, что формально зависимость Reωe,p от E0K
имеет максимум при de,p = 1. Однако следует отметить,
что добротность этих резонансов больше единицы лишь
при de,p < 1, так что соответствующие резонансы будут
действительно означать возбуждение собственных мод
лишь в области роста резонансных частот с увеличением
параметра E0K.

В произвольном случае, когда частоты обеих мод
ВПЛ могут быть близки или даже равны между собой,
дисперсионное соотношение для этих колебаний имеет
вид

ω1,2 =
1
2

(ωe + ωp)± 1
2

√
(ωe − ωp)2 +

4
τMeτMp

, (64)

где

ωe,p =
βe,pde,p

τMe,p
. (65)

Здесь для простоты мы приняли, что добротность коле-
баний достаточно высока, и поэтому опустили мнимую
часть в (64).

Приведенные соотношения для собственных частот
ВПЛ могут быть непосредственно использованы для
сравнения с экспериментальными данными при измере-
нии резонансных частот при условии, что добротность
исследуемых волн больше единицы. При интерпретации
экспериментальных данных следует иметь в виду также
то обстоятельство, что в отличие от случая монополяр-
ной проводимости собственные частоты пропорциональ-
ны τ 1

Me,p, а не полному максвелловскому времени релак-

сации τ −1
M = τ −1

Me + τ −1
Mp , которое можно определить, на-

пример, по измерению статической электропроводности.
В частности, при сильном различии вкладов от электро-
нов и дырок, когда τMp � τMe (преобладает электронный
вклад в проводимость), резонанс на дырках происходит
на частоте τ −1

Mp βpdp, которая может оказаться значитель-

но ниже, чем τ −1
M .

В настоящей работе мы ограничились изучением
только дисперсионных соотношений для ВПЗ при би-
полярной проводимости и не производим расчета токов
для такой модели. В литературе имеются крайне немно-
гочисленные публикации, касающиеся собственных мод
в условиях биполярной проводимости. Этот вопрос
кратко затрагивался ранее в работе [3], где приводятся
результаты для спектра ВПЗ для модели, близкой к
использованной выше. В отсутствие насыщения ловушек
полученный в [3] спектр совпадает с (63). Однако
детального обсуждения и подробного расчета для случая
β � βd� 1 в [3] при биполярной проводимости не
приводится, и поэтому трудно сравнить результаты [3]
в общем случае с результатами настоящей работы.
Имеется также работа [21], в которой рассматривался
ток во внешнем поле при биполярной проводимости, но
без участия ловушек, когда пространственный заряд воз-
никает лишь в силу различной подвижности электронов
и дырок. Имеется ряд публикаций (например, [12,22,23]),
где исследовались токи за счет нестационарной фотоэдс

при наличии биполярной проводимости, но эти работы
прямого отношения к ВПЗ не имеют. Лишь в [24,25] де-
тально рассматривались собственные моды и вопросы их
неустойчивости при наличии биполярной проводимости
и захвата на ловушки. Однако сопоставление [24,25] с
результатами настоящей работе весьма затруднительно
в силу существенно разных допущений, использованных
в расчетах.

6. Заключение

Полученные в настоящей работе результаты показы-
вают, что уменьшение эффективной концентрации лову-
шек приводит не только к количественным, но и к каче-
ственным изменениям в свойствах ВПЗ. Так, инверсный
закон дисперсии ВПЛ меняется на линейный, и при этом
исчезает высокочастотная ветвь (ДВ). При биполярной
проводимости вместо одной ветви ВПЛ появляются две.
В результате проведенного расчета получены формулы,
описывающие эффекты полного и пространственного
выпрямления ВПЗ при оптическом возбуждении ВПЗ с
помощью осциллирующей интерференционной картины,
т. е. получены соотношения, описывающие поправки к
постоянному току, а также величину переменного тока
при указанном методе возбуждения ВПЗ. Полученные
соотношения показывают, каким образом из экспери-
ментальных данных можно определить такие важные
параметры кристалла, как эффективная концентрация
ловушек, произведение µτ (в некоторых случаях ока-
зывается возможным определить µ и τ в отдельности),
найти соотношения между концентрацией доноров и
акцепторов, определить максвелловские времена релак-
сации.

Заметим в заключение, что, несмотря на то что
основное внимание в работе уделено токам во внеш-
нем электрическом поле, полученные выше результаты
(в частности, формула для переменного тока (39)) в
качестве частного случая описывают и нестационарную
фотоэдс, если положить E0 = 0 (т. е. отсутствует внеш-
нее поле и работает только диффузионный механизм).
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