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Проведен сравнительный анализ одноэлектронной матрицы плотности кристалла в базисе локализованных
орбиталей, полученной в двух вариантах техники проектирования: A — проектирование кристаллических
орбиталей на пространство атомных орбиталей и B — проектирование атомных функций на простран-
ство кристаллических орбиталей. Предложено упрощение метода B, позволяющее избежать при его
реализации трудоемких расчетов с большим числом вакантных кристаллических орбиталей. В рамках
обоих методов выполнены расчеты локальных характеристик (атомные заряды и ковалентности, порядки
связей) электронной структуры ряда кристаллов (Si, SiC, GaAs, MgO, кубический BN и TiO2 в структуре
рутила) методом функционала плотности, в обобщенном градиентном приближении, в базисе плоских
волн и с использованием сохраняющих норму псевдопотенциалов. Установлено, что оба варианта техники
проектирования приводят к близким результатам для локальных характеристик электронной структуры. Для
кристалла TiO2 в структуре рутила проведено сравнение локальных характеристик электронной структуры,
полученных на основе техники проектирования и с помощью построения вариационным методом функций
Ваннье атомного типа (ФВАТ) в минимальном валентном базисе на основе расчета кристаллических
орбиталей в приближении линейной комбинации атомных орбиталей (ЛКАО). Показано, что несмотря на
использование существенно различных базисов в расчетах кристаллических орбиталей (плоские волны в
технике проектирования и ЛКАО в методе ФВАТ) локальные характеристики электронной структуры имеют
близкие значения.

1. Введение

Подавляющее большинство современных расчетов
электронной структуры кристаллов проводится методом
функционала плотности (DFT) в базисе плоских волн
(PW) (см., например, [1]). Такой подход весьма эффекти-
вен при оптимизации геометрии расположения атомов
в кристалле, а также при учете релаксации атомов на
поверхности кристалла или в окрестности точечного
дефекта.

Вместе с тем анализ природы химической связи в
твердых телах базируется либо на непосредственном
использовании локализованных орбиталей, построенных
на базисе занятых одноэлектронных состояний [2], либо
на рассчитанных в базисе атомных орбиталей (АО)
локальных характеристиках электронной структуры, та-
ких как электронные заселенности АО в кристалле и
связанные с ними заряды на атомах, порядки связей,
электронные заселенности связей и т. п. [3]. Получен-
ные в расчете на базисе плоских волн делокализован-
ные по кристаллу одноэлектронные блоховские функ-
ции — кристаллические орбитали (КО) — не позволяют
рассчитывать локальные характеристики электронной
структуры, что и определяет необходимость построения
на их основе функций минимального валентного базиса
атома в кристалле. Известно несколько подходов к этой
проблеме.

Наиболее последовательный из них связан с вариа-
ционным методом построения локализованных на ато-
мах функций Ваннье атомного типа (ФВАТ) на осно-
ве рассчитанных блоховских функций [4,5]. Эти функ-
ции генетически связаны с валентными состояниями
образующих кристалл атомов, обладают симметрией
соответствующих атомных функций в кристалле [6] и
могут быть построены с использованием блоховских
функций, рассчитанных как в базисе плоских волн, так
и в базисе линейной комбинации атомных орбиталей
(ЛКАО). ФВАТ были использованы для расчета локаль-
ных характеристик как в объеме кристалла, так и на его
поверхности [7].

Другой способ изучения локальных характеристик в
кристалле связан с применением техники проектирова-
ния рассчитанных в базисе плоских волн блоховских
функций на АО минимального валентного базиса сво-
бодных атомов [8]. Тесно связан с процедурой проек-
тирования и метод построения квазиатомных валент-
ных орбиталей (Quasiatomic Minimal Basis Orbitals —
QUAMBO), предложенный в работе [9]. Оба варианта
техники проектирования нашли применение в конкрет-
ных расчетах локальных характеристик в объеме кри-
сталла [8–10] и в ряде случаев привели к достаточно
трудно объяснимым с химической точки зрения резуль-
татам (например, рассчитанному для ионного кристалла
MgO заряду 0.76 на атоме Mg [10]). Заметим, что
построение ФВАТ из блоховских функций, построенных
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в базисе плоских волн, позволяет получить практиче-
ски ионные заряды на атоме в кристалле MgO [11].
Однако следует отметить, что сравнение имеющихся
литературных данных, полученных с помощью техники
проектирования, затруднено тем, что в расчетах КО
используются различные варианты метода функциона-
ла плотности, различный выбор псевдопотенциала для
исключения из расчета электронов остова, различные
атомные базисы и т. д.

Для понимания получаемых на основе техники проек-
тирования результатов необходим сравнительный анализ
матрицы плотности в базисе АО, получаемой в двух
упомянутых вариантах проектирования. До настояще-
го времени такой анализ не проводился и выполнен
здесь впервые. Как известно, одночастичная матрица
плотности кристалла определяется только занятыми КО.
Однако предложенная в работе [10] процедура постро-
ения QUAMBO и последующий анализ заселенностей
использует набор вакантных состояний. В настоящей ра-
боте показано, что этот метод может быть существенно
упрощен и что при его реализации можно избежать
трудоемких расчетов большого числа вакантных КО.
Таким образом, в обоих вариантах техники проектиро-
вания, когда набор АО свободных атомов или ионов
считается известным, анализ заселенностей может быть
осуществлен без привлечения вакантных КО.

В разд. 2 кратко изложена процедура анализа засе-
ленностей АО в кристалле, применяемая для расче-
та локальных характеристик электронной структуры.
В разд. 3 изложена техника проектирования КО на
пространство известных АО минимального базиса и по-
лучены выражения для одноэлектронной матрицы плот-
ности в базисе блоховских сумм АО, знание которой
достаточно для проведения анализа заселенностей АО.
Далее в разд. 4 описана обратная процедура — про-
ектирование минимального базиса АО на пространство
КО. В разд. 5 рассмотрен метод построения QUAMBO
и показано, что для их получения достаточно знания
только занятых блоховских одноэлектронных состояний,
причем некоторые математические подробности этого
рассмотрения вынесены в Приложение. В разд. 6 по-
лучено выражение для матрицы плотности в базисе
блоховских сумм из QUAMBO и проведено сравнение
с методом проектирования на пространство АО.

В разд. 7 обсуждаются результаты конкретных рас-
четов локальных характеристик электронной структуры
ряда кристаллов с различной природой химической
связи (Si в структуре алмаза, SiC, GaAs, MgO, кубиче-
ский BN, TiO2 в структуре рутила) на основе анализа
заселенностей АО в кристалле. Блоховские функции
рассчитаны методом DFT в базисе плоских волн по про-
грамме CASTEP [1]. Для проведения сравнительного ана-
лиза локальных характеристик были использованы оба
варианта техники проектирования. Для кристалла TiO2 в
структуре рутила проведено также сравнение локальных
характеристик электронной структуры, полученных с
помощью ФВАТ [5] и с помощью проекционной техники.

2. Анализ АО заселенности
в кристалле

В этом разделе и далее используется циклическая
модель кристалла из N0 примитивных ячеек с N0

векторами R прямой решетки. Пусть ψmk(r) КО —
одноэлектронные состояния M энергетических зон
(m = 1, 2, . . . ,M, а вектор k принимает N0 значений
в зоне Бриллюэна (ЗБ)). Пространство, натянутое на
эти функции, обозначим �ψ . Будем использовать также
базис атомных или атомоподобных вещественных ор-
биталей uµ(r− R) (N АО на ячейку) и их блоховские
линейные комбинации

χµk(r) =
1√
N0

∑
R

ei kR uµ(r− R), µ = 1, . . . ,N, (1)

образующие пространство �χ . Функции uµ(r− R) обра-
зуют неортонормированный набор с матрицей перекры-
вания

Sµν(R) =
∫

uµ(r− R) uν(r)dr. (2)

Функции χµk(r) с разными k ортогональны, а при
одинаковых k образуют неортонормированные наборы
с матрицами неортогональности

(Sk)µν = 〈χµk | χνk〉. (3)

Анализ заселенности АО в кристалле проводится
при помощи матрицы плотности (МП) в базисе АО
uµ(r− R). Пусть M0 занятых КО ψmk(r), где M0 < M,
представлены в виде линейной комбинации N блохов-
ских сумм (1)

ψmk(r) =
N∑
µ=1

Cµm(k) χµk(r). (4)

Одночастичная бесспиновая МП в координатном
представлении получается в результате суммирования
по занятым состояниям

ρ(r, r′) =
2

N0

occ∑
k,m

ψmk(r)ψ∗mk(r′)

= 2
∑
µν

∑
R,R′

Pµν(R′−R)uµ(r−R) uν(r′−R′), (5)

где Pµν(R) есть МП в базисе АО

Pµν(R) =
2

N0

∑
k

e−i kR(Pk)µν ωµν(R), (6)

а (Pk)µν — элементы МП в базисе блоховских сумм

(Pk)µν = 2
occ∑
m

Cµm(k)C∗νm(k). (7)

Весовая функция ωµν(R) появилась в правой части
равенства (6) в результате правильного учета обмена
при суммировании по ЗБ (см. работу [3]).
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Анализ заселенностей по Малликену [12] проводят с
помощью малликеновской МП

PM
µν(R) =

∑
R′

∑
ν′

Pµν′(R′)Sν′ν(R− R′)

=
1

N0

∑
k

e−i kR(PM
k )µν ωµν(R), (8)

где
PM

k = PkSk, (9)

а S(R) и Sk — матрицы неортогональности (2) и (3)
соответственно.

В анализе заселенностей по Малликену заряд на
атоме A определяется выражением

QA = ZA−
∑
µ∈A

PM
µµ(0), (10)

где ZA — заряд ядра (или остова при расчете с псевдо-
потенциалом) атома A.

Порядок связи между атомом A в нулевой ячейке и
атомом B в ячейке R можно характеризовать индексом
Майера [13]

MAB =
∑
µ∈A

∑
ν∈B

PM
µν(R) PM

νµ(−R) (11)

либо заселенностью перекрывания

PAB =
∑
µ∈A

∑
ν∈B

Pµν(R) Sνµ(−R). (12)

Можно также определить ковалентность CA атома A как
сумму его порядков связей с другими атомами кристалла

CA =
∑
B 6=A

MAB. (13)

Таким образом, анализ заселенности АО в кристалле
можно выполнить, если определить матрицу плотности
в базисе АО. В методах расчета, где в качестве базиса
используются другие функции, например плоские волны,
задача получения МП в базисе АО требует специального
рассмотрения.

3. Проектирование КО
на пространство сумм Блоха

В работе [8] предложена техника проектирования КО
на пространство АО. Затем [10] эта техника была ис-
пользована для построения матрицы плотности в базисе
АО и проведения анализа заселенностей. Здесь и в
дальнейшем предполагается, что M0 < N < M .

Оператор

p̂bk =
∑
µν

|χµk〉(S−1
k )µν〈χνk| (14)

является проектором на пространство �χ блоховских
сумм (1), поскольку

p̂2
bk = p̂bk, p̂+

bk = p̂bk. (15)

Спроектировав набор КО ψmk на пространство �χ ,
получим набор функций

ψ̃mk = p̂bkψmk =
∑
µν

|χµk〉(S−1
k )µν〈χνk |ψmk〉

=
∑
µ

(S−1
k T+

k )µmχµk, (16)

где (M × N) матрица Tk с матричными элементами

(Tk)mµ = 〈ψmk | χµk〉 (17)

образована расположенными по столбцам коэффициен-
тами Фурье разложения функции χµk по ортонормиро-
ванному базису КО ψmk.

Введем также (M0 × N) матрицу T0k с элемента-
ми (17), где индекс m нумерует только занятые зоны.
Спроектированные занятые КО ψ̃mk (m = 1, 2, . . . ,M0)
образуют неортонормированный набор с (M0 ×M0) мат-
рицей неортогональности R0k

(R0k)mn = 〈ψ̃mk | ψ̃nk〉 =
∑
µν

(
S−1

k T+
0k

)∗
µm

(Sk)µν
(
S−1

k T+
0k

)
νn

=
(
T0kS−1

k T+
0k

)
mn
. (18)

Отметим также, что имеет место соотношение

〈ψmk | ψ̃nk〉 = 〈ψmk | p̂2
bkψnk〉

= 〈p̂bkψmk | p̂bkψnk〉 = 〈ψ̃mk | ψ̃nk〉. (19)

Спроектированные функции ψ̃mk минимизируют функ-
ционал Sψ̃ в пространстве �χ

Sψ̃ =
1

N0

∑
k

1
M

∑
m

|ψmk − ψ̃mk|2 = 1− 1
N0M

∑
km

|ψ̃mk|2

= 1− 1
N0M

∑
km

∑
µν

〈ψmk | χµk〉(S−1
k )µν〈χνk |ψmk〉

= 1− 1
N0M

∑
k

Sp R0k, (20)

который фактически представляет собой „spilling para-
meter“, введенный в работах [8,10] для оценки качества
спроектированных КО.

Бесспиновую МП в базисе ψ̃mk можно записать в виде

ρk(r, r′) = 2
occ∑
m,n

ψ̃mk(r)(R−1
0k )mn ψ̃

∗
nk(r′)

= 2
∑
µν

χµk(r)
(
S−1

k T+
0kR−1

k T0kS−1
k

)
µν
χ∗νk(r′). (21)
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В базисе блоховских сумм МП Pk (7) порядка N имеет
вид

Pk = 2S−1
k T+

0kR−1
0k T0kS−1

k

= 2S−1
k T+

0k

(
T0kS−1

k T+
0k

)−1
T0kS−1

k . (22)

Таким образом, для анализа заселенности АО в кри-
сталле в данном методе достаточно знание только M0

занятых КО ψmk и набора из N атомных блоховских
сумм.

4. Проектирование сумм Блоха
на пространство КО

В пространстве из блоховских функций ψmk можно по-
строить локализованные квазиатомные функции ũµ при
помощи линейного преобразования Â (о симметрийных
ограничениях см. [6])

ũµ =
∑

k

M∑
m=1

(Ak)mµ ψmk. (23)

Неизвестные коэффициенты (Ak)mµ можно определить из
условия минимума функционала

F =
∑
µ

|uµ − ũµ|2, (24)

где uµ(r) — известные атомные функции. Решением этой
вариационной задачи являются коэффициенты Фурье

(Ak)mµ = 〈ψmk | uµ〉. (25)

От квазиатомных орбиталей uµ и ũµ можно перейти к
суммам Блоха χµk и χ̃µk аналогично (1)

χ̃µk =
M∑

m=1

〈ψmk | χµk〉ψmk =
M∑

m=1

(Tk)mµ ψmk = p̂ck χµk, (26)

где p̂ck — проектор на M-мерное пространство �ψ

КО ψmk

p̂ck =
M∑

m=1

|ψmk〉 〈ψmk|. (27)

Таким образом, суммы Блоха χ̃µk(r) спроектирован-
ных квазиатомных функций ũµ(r) могут быть получены
проектированием атомных сумм Блоха χµk(r) (1) на
пространство �ψ зонных функций ψmk(r).

Функции χ̃µk образуют неортонормированный набор с
N× N матрицей неортогональности S̃k

(S̃k)µν = 〈χ̃µk | χ̃νk〉 = (T+
k Tk)µν = 〈χ̃µk | χνk〉. (28)

Спроектированные функции χ̃µk минимизируют функ-
ционал Sχ̃ в пространстве �ψ , который также можно

рассматривать как „spilling parameter“ для оценки каче-
ства проектирования

Sχ̃ =
1

S0N0

∑
k

1
N

∑
µ

|χµk − χ̃µk|2

= 1− 1
S0N0N

∑
µk

|χ̃µk|2 = 1− 1
S0N0N

∑
µk

(T+
k Tk)µµ

= 1− 1
S0N0N

∑
k

Sp S̃k. (29)

Здесь

S0 =
1

N0N

∑
µk

|χµk|2 =
1

N0N

∑
k

Sp Sk. (30)

Анализ заселенности в базисе атомоподобных функций
χ̃µk можно выполнить, если так же как и ранее, спро-
ектировать блоховские функции ψmk на пространство
функций χ̃µk. Выражение для МП P̃k будет отличаться
от выражения (22) для МП Pk только заменой матрицы
Sk на S̃k

P̃k = 2S̃−1
k T+

0kR̃−1
0k T0kS̃−1

k

= 2S̃−1
k T+

0k(T0kS̃−1
k T+

0k)−1T0kS̃−1
k . (31)

Очевидно, что при стремлении M →∞, когда набор
блоховских функций ψmk становится полным, функции
χ̃µk → χµk ũµ → uµ, „spilling parameter“ S̃χ̃ → 0, а мат-
рицы S̃k → Sk и P̃k → Pk. Таким образом, при M →∞
анализ заселенностей АО, рассмотренный в этом разде-
ле, совпадает с анализом заселенностей, описанным в
предыдущем разделе. Далее рассмотрим модификацию
данного метода.

5. Квазиатомный минимальный базис
(QUAMBO)

В работе [9] предложено несколько иным способом
строить QUAMBO. В пространстве �ψ рассмотрим
подпространство �(u) из N ортонормированных функций
ψ

(u)
nk , первые M0 из которых совпадают с занятыми КО

ψnk, а следующие (N−M0) функций получены из ва-
кантных КО некоторым линейным преобразованием Ûk

ψ
(u)
nk =


ψnk, n = 1, 2, . . . ,M0

M∑
m=M0+1

(Uk)mnψmk, n = M0 + 1, . . . ,N.
(32)

(M −M0)× (N−M0) матрица Uk обладает свойством
ортогональности и нормировки по столбцам (U+

k Uk = 1).
Определим проектор p̂(u)

k на пространство �(u) орто-

нормированных функций ψ
(u)
nk

p̂(u)
k =

N∑
m=1

|ψ(u)
mk〉〈ψ

(u)
mk |=

M0∑
m=1

|ψmk〉〈ψmk|+
N∑

m=M0+1

|ψ(u)
mk〉〈ψ

(u)
mk |

(33)
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и спроектируем блоховские атомные суммы χµk на
пространство �(u)

χ̃
(u)
µk = p̂(u)

k χµk =
N∑

n=1

(T(u)
k )nµ ψ

(u)
nk , (34)

где T(u)
k — квадратная матрица порядка N

(T(u)
k )nµ = 〈ψ(u)

nk | χµk〉, n, µ = 1, . . . ,N. (35)

Используя (32) и (35), запишем функции χ̃(u)
µk в базисе

функций ψmk в пространстве �ψ

χ̃
(u)
µk =

M0∑
m=1

(T0k)mµψmk +
M∑

m=M0+1

(UkU+
k 1Tk)mµψmk, (36)

где 1Tk − (M −M0)× N матрица с элементами

(1Tk)mµ = 〈ψmk | χµk〉= (Tk)mµ, m= M0 + 1, . . . ,M. (37)

Можно определить „spilling parameter“ при проектиро-
вании χµk на пространство �(u)

S̃(u) =
1

S0N0

∑
k

1
N

∑
µ

|χµk − χ̃
(u)
µk |2

= 1− 1
S0N0N

∑
mk

(
T(u)+

k T(u)
k

)
mm

= 1− 1
S0N0N

∑
k

Sp S̃(u)
k , (38)

где S̃(u)
k − N× N матрица неортогональности для χ̃(u)

µk

(S̃(u)
k )µν = 〈χ̃(u)

µk | χ̃
(u)
νk 〉 =

(
T+

0kT0k + 1T+
k UkU

+
k 1Tk

)
µν
. (39)

„Spilling parameter“ (38) можно минимизировать, если
воспользоваться произволом в задании линейного пре-
образования Û . Это эквивалентно поиску максимумов
выражений

Fu
k = Sp

(
1T+

k UkU
+
k 1Tk

)
= Sp

(
U+

k 1Tk1T+
k Uk

)
. (40)

Поиск оптимальных коэффициентов Umn сводится
к определению (N−M0) наибольших собственных чи-
сел и соответствующих им собственных векторов
(M−M0)× (M−M0) матрицы 1Tk1T+

k

(1Tk1T+
k )(Uk)n = λkn(Uk)n. (41)

Здесь (Uk)n — столбец матрицы Uk с номером n
(n = 1, . . . ,N−M0). Именно таким образом, т. е. путем
диагонализации матрицы порядка M−M0, определялись
коэффициенты (Uk)mn в работе [9].

В Приложении показано, что оптимальные коэффици-
енты (Uk)mn могут быть выражены через собственные

векторы (Vk)n (П.2) N× N матрицы 1S̃k (П.1) посред-
ством соотношения (П.3). Кроме того, согласно (П.8),
блоховские суммы χ̃

(u)
µk (r) и локализованные орбитали

ũ(u)
µ (r) могут быть получены в виде линейной комбина-

ции занятых блоховских функций ψmk и спроектирован-
ных блоховских сумм χ̃µk из АО ũµ(r). Для получения
коэффициентов этой линейной комбинации достаточно
при каждом k диагонализовать матрицы порядка N, где
N — число атомных функций минимального базиса,
приходящихся на ячейку, и совсем нет необходимости
диагонализовывать матрицы большего порядка M > N,
где M — полное число блоховских состояний, получен-
ных в работе при каждом k.

Рассмотрим предел M →∞, когда базис блоховских
функций становится полным. Тогда χ̃µk стремятся к
χµk, ũµ(r)→ uµ(r), S̃k → Sk, 1S̃k → 1Sk. В этом случае
вакантные зоны можно целиком исключить из рассмот-
рения и получить вместо (П.8)

χ
(u)
µk =

M0∑
m=1

(T0k)mµψmk +
N∑

ν=M0+1

(VkV
+
k )νµ1χνk,

1χνk = χνk −
M0∑

m=1

(T0k)mνψmk. (42)

Последнее равенство целиком определяет блоховские
суммы χ

(u)
µk (r) из u(u)

µ (r) через КО занятых зон ψmk(r) и
блоховские суммы χµk(r) атомных функций uµ(r). Здесь
столбцы N× (N−M0) матрицы Vk являются собственны-
ми векторами, соответствующими N−M0 наибольшим
собственным значениям положительно определенной
N× N матрицы 1Sk = Sk − S0k.

6. Анализ заселенности в базисе
QUAMBO

Для проведения анализа заселенностей в базисе
QUAMBO необходимо построить МП в этом базисе.
С этой целью выразим занятые КО ψnk через суммы
Блоха χ(u)

µk . Поскольку матрица T(u)
k является квадратной,

равенство (34) можно обратить

ψnk =
∑
µ

(
(T(u)

k )−1
)
µn
χ

(u)
µk , n = 1, . . . ,N. (43)

В силу ортогональности блоховских функций для одно-
частичной МП в координатном представлении нетрудно
получить

ρ(r, r′) = 2
occ∑
m

ψmk(r)ψ∗mk(r′)

=
∑
µν

χ
(u)
µk (r)

(
(T(u)

k )−1 W
(
(T(u)

k )−1
)+
)
µν
χ

(u)∗

νk (r′), (44)

где W — диагональная матрица чисел заполнения, т. е.
Wmm = wm и wm = 2 для занятых зон и wm = 0 для
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вакантных. Таким образом, МП P(u)
k в базисе блоховских

сумм χ̃
(u)
µk из QUAMBO имеет вид

P(u)
k = (T(u)

k )−1W
(
(T(u)

k )−1
)+
. (45)

Для сравнения с проекционным методом, рассмотрен-
ным в разд. 3, запишем МП в виде, аналогичном (22).
Это можно сделать, если в качестве матрицы неорто-
гональности использовать матрицу S(u)

k = (T(u)
k )+T(u)

k и
учесть, что∑
µ

(T0k)n′µ
(
(T(u)

k )−1
)
µn

=
(
T0k(T(u)

k )−1
)

n′n
=(I (u))nn′=δnn′,

n′ = 1, . . . ,M0. (46)

Здесь I (u) −M0 × N матрица, для которой имеет место
I (u)(I (u))+ = I 0 и 2(I (u))+I (u) = W, где I 0 — единичная
квадратная матрица порядка M0. Тогда

R(u)
k = T0k(S(u)

k )−1T+
0k =

(
T0kT(u)−1

k

)(
T0k(T(u)

k )−1
)+ = I 0.

(47)
Таким образом, вместо (45) и с использованием (46)
получим

P(u)
k = 2T(u)−1

k I (u)+I (u)T(u)−1+

k = 2S(u)−1
k T+

0kT0k(S(u)
k )−1.

(48)
Отсюда окончательно имеем

P(u)
k = 2(S(u)

k )−1T+
0k(R(u)

k )−1T0k(S(u)
k )−1

= 2(S(u)
k )−1T+

0k

(
T0k(S(u)

k )−1T+
0k

)−1
T0k(S(u)

k )−1. (49)

Из сравнения выражений (49) и (22) можно сделать
вывод о том, что два рассмотренных способа построения
МП и соответственно два анализа заселенностей отли-
чаются только матрицами неортогональности Sk и S(u)

k .

7. Расчеты конкретных систем
и обсуждение результатов

В данном разделе приводятся результаты анализа за-
селенностей, полученные двумя различными способами:
методом проектирования [8], изложенным в разд. 3, и
методом QUAMBO [9] в той модификации, которая
изложена в разд. 5. Первый метод в дальнейшем будем
называть методом A, а второй — методом B.

В качестве объектов исследования выбраны кри-
сталлы с различной природой химической связи: Si в
структуре алмаза, SiC, GaAs, MgO, кубический BN и
TiO2 в структуре рутила. КО были рассчитаны методом
DFT в базисе плоских волн по программе CASTEP [1]
в обобщенном градиентном приближении (GGA —
Generalized Gradient Approximation) для функционала
плотности. Набор специальных точек k в ЗБ для всех
рассмотренных кристаллов был сгенерирован методом

расширенной ячейки [14] с использованием диагональ-
ного симметричного расширения 5×5×5, что соответ-
ствует 125 точкам. В качестве псевдопотенциала во всех
случаях были выбраны сохраняющие норму оптимизи-
рованные атомные псевдопотенциалы [15], с которыми
были рассчитаны также АО свободных атомов.

Анализ заселенностей в рамках обоих методов (A и B)
проводился в минимальном атомном базисе, т. е. в базис
были включены только занятые или частично занятые
АО свободных атомов. Хорошо известно, что включение
в базис диффузных вакантных АО может сильно иска-
зить результаты анализа заселенностей. Так, например,
включение в базис 2p-вакантных АО Mg уменьшает
заряд на атоме Mg в кристалле MgO, рассчитанный
методом A, с 1.61 до 1.06. Таким образом, включение
2p-функций Mg приводит к существенному уменьшению
ионной составляющей связи и соотвественно росту ко-
валентности атомов. С химической точки зрения трудно
объяснить полученную при этом высокую ковалентность
связи в кристалле MgO.

В табл. 1 приведены заряды QA (10) и ковалентно-
сти CA (13) атомов в кристалле, рассчитанные метода-
ми A и B. В столбцах 6 и 7 приведены „spilling“ факторы,
характеризующие точность проектирования M0 занятых
КО на пространство АО (в методе A) и точность проек-
тирования N АО на пространство из N блоховских функ-
ций (в методе B). В табл. 2 представлены полученные в
данной работе индексы Майера MAB (11) и заселенности

Таблица 1. Анализ заселенностей по Малликену и „spilling“
фактор S в минимальном атомном базисе

Атом QA CA S · 103

в кристалле A B A B A B

Mg в MgO 1.609 1.607 0.630 0.632 14 11
B в BN 0.681 0.715 3.292 3.263 3.7 3.0
Ti в TiO2 1.730 1.739 3.474 3.459 2.2 1.4
Si в Si 0 0 3.823 3.801 9.6 6.5
Si в SiC 1.260 1.284 3.497 3.472 8.9 5.3
Ga в GaAs 0.361 0.380 3.231 3.202 1.8 1.8

A — техника проектирования [8],
B — QUAMBO [9].

Таблица 2. Порядки связей в минимальном атомном базисе

Кристалл RAB (Å)
MAB PAB

A B A B

MgO 2.1067 0.112 0.113 0.095 0.096
BN 1.5653 0.804 0.800 0.709 0.700
TiO2 1.9512 0.552 0.550 0.305 0.302
Si 2.3643 0.894 0.889 0.756 0.744
SiC 1.9009 0.831 0.827 0.760 0.751
GaAs 2.4509 0.768 0.765 0.636 0.629

A — техника проектирования [8],
B — QUAMBO [9].
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перекрывания PAB (12), которые характеризуют порядки
связи между атомами.

Заряды на атомах, полученные в данной работе мето-
дом A, можно сравнить с результатами из работы [10],
рассчитанными аналогичным методом. Заряды на ато-
мах, так же как и „spilling“ факторы, приведенные в
работе [10], заметно меньше, чем в данной работе.
Основная причина такого расхождения связана, на наш
взгляд, с различным выбором атомного базиса, который
проектируется на КО. Это предположение подтвержда-
ется следующим фактом, отмеченным в работе [10]. При
удалении вакантной d-орбитали Si из атомного базиса
заряд на атоме Si в кристалле SiC увеличивается с 0.66
до 1.25, а „spilling“ фактор увеличивается с 2 · 10−3

до 9 · 10−3. Как видно из табл. 1, в наших расчетах в
минимальном базисе (без d-функций Si) эти величины
составляют 1.26 и 8.9 · 10−3 соответственно, что хорошо
коррелирует с результатами [10] (без d-функции Si).

Очевидно, что при увеличении размеров атомных
базисов „spilling“ фактор в методе A будет уменьшаться,
поскольку увеличивается пространство АО, на которое
проектируются занятые КО. Однако стремление при ана-
лизе заселенностей АО понизить „spilling“ фактор путем
увеличения атомных базисов, что фактически сделано в
работе [10], на наш взгляд, является некорректным. Так,
например, увеличивая размеры базиса АО до полного,
можно свести „spilling“ фактор к нулю, однако анализ
заселенностей АО в таком базисе потеряет какой-либо
физический смысл.

Для чисто ковалентного кубического кристалла Si
результаты, полученные методом B, можно сравнить
с данными работы [9]. Согласно данным [9] индекс
Майера для связи Si–Si равен MAB = 0.885, а мал-
ликеновская заселенность перекрывания PAB = 0.756.
Из табл. 2 видно, что наши результаты, полученные
методом B (MAB = 0.889 и PAB = 0.744), очень близки к
данным работы [9]. Небольшие отличия можно отнести
на счет разных реализаций метода DFT в базисе плоских
волн. Отметим, что метод B является более простым,
модифицированным вариантом метода, предложенного
в работе [9], и в нем не используются вакантные
блоховские состояния.

Одна из основных целей настоящей работы состоя-
ла в сравнении результатов, полученных методами A
и B. Из табл. 1 и 2 хорошо видно, что результаты,
полученные обоими методами, очень близки. Отметим
только, что ионная составляющая связи (QA) в методе B
получается немного большей, чем в методе A. Соответ-
ственно ковалентная составляющая (CA,MAB и PAB) в
методе B получается несколько меньшей. Кроме того,
„spilling“ факторы в методе B систематически меньше
по величине.

В табл. 3 для кристалла TiO2 проведено сравнение
локальных характеристик электронной структуры, по-
лученных нами на основе техники проектирования, с
результатами работы [5], где использован вариационный
метод для построения ФВАТ минимального валентного

Таблица 3. Локальные характеристики электронной структу-
ры TiO2

Метод QA CA MAB

A 1.79 3.36 0.51
B 1.80 3.34 0.51
ЛКАОМ 1.78 3.30 0.52
ЛКАОЛ 1.04 4.29 0.66
ФВАТМ 1.98 3.16 0.51
ФВАТЛ 1.92 3.23 0.52

A — техника проектирования (минимальный базис) [8],
B — QUAMBO (минимальный базис) [9],
ЛКАОМ — анализ по Малликену, ЛКАО базис [5],
ЛКАОЛ — анализ по Левдину, ЛКАО базис [5],
ФВАТМ — анализ по Малликену, ФВАТ базис [5],
ФВАТЛ — анализ по Левдину, ФВАТ базис [5].

базиса атомов титана и кислорода. Блоховские функции
рассчитывались в [5] методом DFT в приближении
ЛКАО по программе CRYSTAL [16] с использованием
атомных псевдопотенциалов из [17].

Из табл. 3 видно, что локальные характеристики
электронной структуры для кристалла TiO2 близки для
двух вариантов проектирования (методы A и B) и
мало отличаются от таковых для анализа заселенно-
стей по Малликену в базисе АО, использованном в
ЛКАО расчете. При анализе заселенностей в базисе
ФВАТ ортогонализация базиса по Левдину (ФВАТЛ) [18]
мало изменяет результаты анализа заселенностей по
Малликену (ФВАТМ) (в силу локального характера
ФВАТ). Левдиновские заряды на атомах и атомные ко-
валентности соответствуют несколько меньшей степени
ионности. При анализе заселенности по Левдину на ис-
ходном ЛКАО базисе, содержащем диффузные атомные
функции, ковалентность химической связи искусственно
завышена.

Перечислим кратко основные результаты настоящей
работы.

1) Проведен сравнительный анализ одноэлектронной
матрицы плотности кристалла, получаемой в двух ва-
риантах техники проектирования: A — проектирование
КО на блоховские суммы атомных функций [8] и B —
проектирование блоховских сумм атомных функций на
КО (метод QUAMBO) [9]. Предложено упрощение ва-
рианта B, позволяющее избежать при его реализации
трудоемких расчетов большого числа вакантных КО.

2) На основе техники проектирования выполнены
расчеты локальных характеристик (атомные заряда и
ковалентности, порядки связей) электронной структуры
ряда кристаллов (Si, SiC, GaAs, MgO, кубический BN
и TiO2 в структуре рутила) методом DFT в приближе-
нии GGA, в базисе плоских волн и с использованием
сохраняющих норму псевдопотенциалов. Установлено,
что оба варианта техники проектирования приводят
к близким результатам для локальных характеристик
электронной структуры.
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3) Для кристалла TiO2 в структуре рутила проведено
сравнение локальных характеристик электронной струк-
туры, полученных на основе техники проектирования и
вариационным методом ФВАТ в минимальном валент-
ном базисе на основе расчета КО в приближении ЛКАО.
Показано, что несмотря на использование существенно
различных базисов при расчете КО (плоские волны в
технике проектирования и ЛКАО в методе ФВАТ), ло-
кальные характеристики электронной структуры имеют
близкие значения.

Приложение

Наряду с (M−M0)× N матрицей 1Tk1T+
k рассмотрим

N× N матрицу

1T+
k 1Tk = 1S̃k = S̃k − S̃0k. (П.1)

Обозначим ее собственные векторы и собственные
значения (Vk)n и λkn

1S̃k(Vk)n = λkn(Vk)n, 1S̃kVk = Vk3k, V+
k Vk = I , (П.2)

где столбцы N× (N−M0) матрицы Vk образованы N−M0

собственными векторами (Vk)n, соответствующими наи-
большим собственным значениям матрицы 1S̃k, а 3k —
диагональная квадратная матрица порядка (N−M0) с
диагональными элементами (3k)nn = λkn.

Хорошо известно, что ненулевые собственные числа
матриц 1Tk1T+

k (41) и 1T+
k 1Tk (П.2) совпадают, а для

собственных векторов имеем

Uk = 1Tk1S̃−1/2
k Vk. (П.3)

Матрицу 1S̃k можно рассматривать, как матрицу неор-
тогональности для функций

1χ̃µk = χ̃µk −
M0∑

m=1

(T0k)mµψmk =
M∑

m=M0+1

(1Tk)mµψmk. (П.4)

Функции 1χ̃µk можно также интерпретировать как набор
функций, полученный в результате ортогонализации
функций χ̃νk к набору занятых зонных функций ψmk.

Используя выражение (П.3) для коэффициентов Uk

вместо выражения (32) для функций ψ
(u)
k , можно полу-

чить

ψ
(u)
nk =


ψmk, n = 1, 2, . . . ,M0

N∑
µ=1

(1S̃−1/2
k Vk)µn1χ̃µk, n = M0 + 1, . . . ,N.

(П.5)
Используя эрмитовость матриц S1/2

k и 3
1/2
k и соотноше-

ния

1S̃−1/2
k Vk = Vk3

−1/2
k , 1S̃1/2

k Vk = Vk3
1/2
k ,

V+
k S1/2

k = 3
1/2
k V+

k , (П.6)

получим

UkU
+
k 1Tk = 1Tk1S̃−1/2

k VkV
+
k 1S̃−1/2

k 1T+
k 1Tk

=1Tk1S̃−1/2
k VkV

+
k 1S̃1/2

k =1TkVk3
−1/2
k 3

1/2
k V+

k =1TkVkV
+
k .

(П.7)
Тогда уравнение (36) для χ̃(u)

µk примет вид

χ̃
(u)
µk =

M0∑
m=1

(T0k)mµψmk +
M∑

m=M0+1

(1TkVkV
+
k )mµψmk

=
M0∑

m=1

(T0k)mkψmk +
N∑

ν=M0+1

(VkV
+
k )νµ1χ̃νk, (П.8)

а для матрицы неортогональности для χ̃
(u)
µk вместо (39),

используя (П.3), получаем

S̃(u)
k = T+

0kT0k + 1T+
k 1TkS̃−1/2

k VkV
+
k 1S̃−1/2

k 1T+
k 1Tk

= S0k + 1S̃1/2
k VkV

+
k 1S̃1/2

k . (П.9)
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