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1. Введение

Кремний является основным материалом для микро-
электроники, однако его использование в оптоэлектрон-
ных приложениях затруднено в силу его непрямозонно-
сти [1]. Преодоление этого фундаментального недостат-
ка заманчиво, поскольку открывает возможности для
интегрирования электронных и оптических приборов на
основе кремния. Один из возможных вариантов — ис-
пользование нанокристаллического кремния. При этом
нанокристаллы могут сами являться источниками излу-
чения [2] в силу снятия закона сохранения квазиимпуль-
са при оптических переходах из-за нарушения транс-
ляционной симметрии [3,4], а также и быть хорошими
сенситизаторaми для излучения оптически активных
примесей, например ионов эрбия Er3+ [5–7]. Кроме того,
использование кремниевых нанокристаллов как фото-
чувствительного катализатора электронных переходов в
молекулах имеет самостоятельное значение для новых
приложений в химии и биологии [8]. Для понимания
физических процессов с участием электронов и дырок,
связанных в нанокристаллах, важно знать, как устроен
их энергетический спектр и волновые функции.

На данный момент существует большое число теоре-
тических работ, в которых исследовались состояния
электронно-дырочных пар (экситонов) в нанокристаллах
кремния: при помощи метода псевдопотенциала [9–11],
метода локальной плотности [12–14], приближения силь-
ной связи [15–20], приближения эффективной мас-
сы [19,21–26] и других [27,28].

В ряде работ по описанию электронно-дырочных
состояний в нанокристаллах [21,23,24], выполненных
в приближении эффективной массы, использовалось
слишком упрощенное описание структуры вершины ва-
лентной зоны Si. „Многозонное“ приближение эффек-
тивной массы (kp-метод), учитывающее вырождение
валентной зоны Si, впервые было применено в [22].
Однако авторы рассматривали предельный случай силь-
ного спин-орбитального взаимодействия [29], что не
оправдано для Si, в котором энергия спин-орбитального

расщепления составляет 0.04 eV. В работе [25] спектр
электронов и дырок без учета кулоновского взаимо-
действия исследовался в „многозонном“ приближении
эффективной массы, учитывающем сложную структуру
вершины валентной зоны кремния в пределе слабого
спин-орбитального взаимодействия. Однако эффекты пе-
ремешивания зон учитывались по теории возмущений.
Следует заметить, что при этом пренебрегалось анизо-
тропией спектра дырок [25,30]. Для расчета энергетиче-
ского спектра электронов использовался гамильтониан
из работ [31,32], учитывающий, что минимум зоны
проводимости лежит вблизи точки X, где имеют место
эффекты перемешивания двух зон. В качестве нулево-
го приближения использовалось простое приближение
эффективной массы, а анизотропия и эффекты переме-
шивания двух нижних зон проводимости учитывались
по теории возмущения. В последующей работе [26] учи-
тывалось влияние конечности потенциального барьера
на границе для случая Si нанокристаллов в диоксиде
кремния и было получено, что это может сказаться
на уровнях размерного квантования для наноточек с
радиусом, меньшим 2.5 nm. В [19,25,26] не учитыва-
лось влияние кулоновского взаимодействия на энергию
электронно-дырочной пары.

В настоящей работе также применяется „многозон-
ное“ приближение эффективной массы для вычисле-
ния энергий и волновых функций электронов и дырок
в сферических нанокристаллах. Для описания дыроч-
ных состояний используется обобщение гамильтониана
Латтинжера в сферическом приближении в пределе
малого спин-орбитального взаимодействия [29]. Одна-
ко в отличие от [25,26] мы не пользуемся теорией
возмущений для описания спектра дырок, а находим
точное решение. Мы учитываем сильно несферичный
(эллипсоидальный) характер энергетической дисперсии
электронов без использования теории возмущений и
показываем, что эффектом подмешивания вышележащей
зоны проводимости на электронный спектр в наноточках
можно пренебречь. Мы находим поправку, вызванную
кулоновским взаимодействием между электроном и дыр-
кой в нанокристалле, пользуясь теорией возмущения.
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При этом учитывается скачок диэлектрической прони-
цаемости на границе между нанокристаллом и окружа-
ющей средой. Поскольку спин-орбитальное взаимодей-
ствие в Si мало, при описании электронных и дырочных
состояний мы пренебрегаем эффектами, связанными со
спином.

2. Эффект размерного квантования
для электронных состояний

Si имеет решетку типа алмаза и является непрямо-
зонным полупроводником, минимум зоны проводимости
которого находится в точке 1 вблизи точки X зоны
Бриллюэна. Пространственная группа симметрии Si O7

h
принадлежит к классу Oh и является несимморфной,
так как содержит элементы с нетривиальными транс-
ляциями (на долю от базисного вектора решетки). Это
ведет к обязательному двойному вырождению зоны в
точке X [33]. Известно также, что две нижние зоны про-
водимости в Si невырождены в точке 1 и соответствуют
представлениям 11 и 12′ соответственно [1,33]. При вы-
ходе на поверхность зоны Бриллюэна точка 1 переходит
в точку X, где представления 11 и 12′ переходят в
двукратно вырожденное представление X2 или в двукрат-
но вырожденное представление X4 в обозначениях [33],
вследствие условий совместности. Представления X2
и X4 имеют ненулевую проекцию матричного элемента
импульса на ось 0−X, что приводит к ненулевому
наклону зон в точке X и смещению минимума нижней
зоны проводимости c1 из точки X в сторону точки 0

на расстояние kX = 0.15 · 2π/aSi, где aSi = 0.543 nm —
постоянная решетки для Si. Всего в зоне Бриллюэна
находятся шесть эквивалентных точек, соответствующих
минимуму зоны проводимости. Рассмотрим детально
случай, когда точка X находится на оси (001). Соответ-
ственно минимум зоны проводимости c1 находится на
расстоянии k0 = 0.85 · 2π/aSi от точки 0. Таким образом,
он лежит вблизи точки X и для описания зонной
структуры можно воспользоваться гамильтонианом для
представлений X2 и X4 (см. [33], 30.51)

H = −
[
A1∂

2
z + A2(∂2

x + ∂2
y )
]
I − A3σ̂x∂x∂y − iA4σ̂z∂z, (1)

где σ̂x , σ̂z — матрицы Паули, I — единичная матри-
ца 2× 2. Параметры A1 и A2 находятся через экспери-
ментальные массы m‖, m⊥: A1 = ~2/2m‖, A2 = ~2/2m⊥.
Значение константы A4 определяется из соотношения:
|A4| = 2A1kX . Константу A3 удобно выразить через неиз-
вестную массу m′: A3 = ~2/m′. Заметим, что, так как
мы пренебрегли релятивистскими эффектами, с учетом
спина зона четырехкратно вырождена в точке X. Пере-
писывая гамильтониан (1) для точки зоны Бриллюэна,
соответствующей минимуму зоны проводимости, полу-
чаем

Hc1,c2 =
(

H1 H12
H12 H2

)
, (2)

где операторы H1, H2 и H12 задаются следующими
выражениями:

H1 = − ~2

2m‖
∂2

z −
~2

2m⊥
(∂2

x + ∂2
y ), (3)

H2 = 1c −
~2

2m‖
(∂2

z − 4ikX∂z)− ~2

2m⊥
(∂2

x + ∂2
y ), (4)

H12 = −~
2

m′
∂x∂y . (5)

Параметр 1c определяет расстояние между зонами про-
водимости по энергии в точке минимума нижней зоны
проводимости и равен

1c = 2
~2

m‖
k2

X. (6)

Отсюда для параметров Si получаем 1c = 0.5 eV. Ис-
пользуя гамильтониан (2), можно получить оценку снизу
для неизвестной массы m′ & 0.1m⊥ из условия, что в
объемном кремнии не наблюдается гофрированности
зоны проводимости вплоть до концентраций 1019 cm−3.

Для нахождения нескольких наиболее низколежащих
энергетических уровней электронов в нанокристалле и
их волновых функций будем пренебрегать подмешива-
нием состояний вышележащей зоны c2 к состояниям
зоны c1, полагая, что матричный элемент оператора H12,
вычисленный на волновых функциях, соответствующих
этим состояниям, много меньше энергетической разни-
цы между ними. Тогда для нижней зоны проводимо-
сти c1 имеем следующее уравнение:

~2

2m‖

∂2

∂z2
ψ(x, y, z) +

~2

2m⊥

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ(x, y, z)

+ Eψ(x, y, z) = 0, (7)

где ψ — волновая функция, а E — соответствующая
энергия. В приближении бесконечно высокого энер-
гетического барьера на границе нанокристалла имеем
граничное условие ψ

∣∣
x2+y2+z2=a2 = 0, где a — радиус

нанокристалла.
Поскольку уравнение (7) обладает цилиндрической

симметрией, удобно ввести безразмерные цилиндри-
ческие координаты

ρ̃ =

√
x2 + y2

a
, φ = arctan

(y
x

)
, z̃ =

z
a
, (8)

в которых уравнение (7) можно переписать следующим
образом:

∂2

∂ z̃2
ψ̃(ρ̃, φ, z̃) +

m‖
m⊥

(
1
ρ̃

∂

∂ρ̃
ρ̃
∂

∂ρ̃
+

1
ρ̃2

∂2

∂φ2

)
ψ̃(ρ̃, φ, z̃)

+ Ẽψ̃(ρ̃, φ, z̃) = 0,
(9)

где

ψ̃(ρ̃, φ, z̃) = ψ(aρ̃, φ, az̃), Ẽ =
2m‖a

2

~2
E. (10)
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Рис. 1. Волновые функции, соответствующие четырем нижним электронным состояниям. a — Ẽ0 = 34.30, m = 0; b — Ẽ1 = 49.00,
m = 0; c — Ẽ2 = 67.49, m = 0; d — Ẽ3 = 80.32, m = ±1.

Граничные условия к уравнению (9) переписываются в
виде

ψ̃

∣∣∣
ρ̃2+z̃2=1

= 0 (ρ̃ ≥ 0),

∂ψ

∂ρ̃

∣∣∣∣
ρ̃=0

= 0, ψ̃
∣∣
φ=0

= ψ̃
∣∣
φ=2π

. (11)

Решения уравнения (9) с граничными условиями (11)
можно искать в виде

ψ̃(ρ̃, φ, z̃) = f (ρ̃, z̃) exp(mφ), (12)

где f (ρ̃, z̃) представляeт собой решение уравнения

∂2

∂ z̃2
f (ρ̃, z̃) +

m‖
m⊥

(
1
ρ̃

∂

∂ρ̃
ρ̃
∂

∂ρ̃
− m2

ρ̃2

)
f (ρ̃, z̃)

+ Ẽ f (ρ̃, z̃) = 0 (13)

с граничными условиями f
∣∣
ρ̃2+z̃2=1

= 0, ∂ f /∂ρ̃
∣∣
ρ̃=0

= 0.
Здесь квантовое число m может принимать произволь-
ные целые значения.

2.1. Ч и с л е н н о е р е ш е н и е. Учитывая соотношение
между продольной и поперечными массами для зоны
проводимости в Si

m‖
m⊥

=
0.916
0.19

= 4.82, (14)

мы нашли четыре нижних собственных значения энер-
гии и соответствующие им волновые функции для
уравнения (9) с граничными условиями (11). Результаты
представлены на рис. 1.

Для нахождения ненормированных энергий и волно-
вых функций в ненормированных координатах необхо-
димо проделать следующие преобразования:

E =
Ẽ

2m‖a
2/~2 , ψ(ρ, φ, z) = ψ̃

(
ρ

a
, φ,

z
a

)
.

Также для дальнейших вычислений удобно нормировать
амплитуды волновых функций.

2.2. А д и а б а т и ч е с к о е п р и б л и ж е н и е. Прини-
мая во внимание большое различие между попереч-
ной и продольной электронными массами (см. (14)),
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Рис. 2. Движение частицы, обладающей энергией Ẽ, в по-

тенциале V(z̃) =
m‖
m⊥

α2
n

1−z̃2 . Здесь z̃1 — точка поворота для
классического движения.

можно воспользоваться адиабатическим приближением,
т. е. считать, что движение электрона в поперечном
направлении происходит на более коротком временно́м
масштабе, чем движение в продольном направлении.
Это альтернативный независимый путь определения
электронных состояний, поэтому воспользуемся им
для контроля и более детального понимания полу-
ченных численно результатов. Здесь мы ограничимся
случаем m = 0. В адиабатическом приближении вол-
новая функция представляется в виде произведения
f (ρ̃, z̃) = 8(ρ̃, z̃)Z(z̃), а уравнение (13) при m = 0 пе-
реписывается в виде(

1
ρ̃

∂

∂ρ̃
ρ̃
∂

∂ρ̃
+ κ2(z̃)

)
8(ρ̃, z̃) = 0, (15)

где связь κ(z̃) c Ẽ определяется уравнением

∂2

∂ z̃2
Z(z̃) =

[m‖
m⊥

κ2(z̃)− Ẽ

]
Z(z̃). (16)

Преобразуя уравнение (15) и вводя новую координату
ξ = ρ̃κ, приходим к следующему уравнению:(

∂2

∂ξ2
+

1
ξ

∂

∂ξ
+ 1

)
8 = 0. (17)

Решениями этого уравнения, ограниченными в ну-
ле, являются функции Бесселя нулевого порядка
8 = J0(ξ) = J0

(
ρ̃κ(z̃)

)
. Граничное условие 8

∣∣
ρ̃2+z̃2=1

= 0
приводит к следующему уравнению:

J0

(√
1− z̃2 κ(z̃)

)
= 0. (18)

Отсюда следует

κ(z̃) =
αn√

1− z̃2
, (19)

где αn — n-й корень функции J0(x), n = 0, 1, 2, . . . .
Подставляя уравнение (19) в уравнение (16), получаем

− ∂2

∂ z̃2
Z(z̃) +

m‖
m⊥

α2
n

1− z̃2
Z(z̃) = ẼZ(z̃) (20)

с граничными условиями Z
∣∣
z̃±1

= 0. Рис. 2 демонстриру-
ет, в каком одномерном потенциале движется частица,
согласно (20). Уравнение (20) не решается аналитиче-
ски. Поэтому для его решения воспользуемся квази-
классическим приближением. Пусть Z(z̃) = exp

(
iσ (z̃)

)
,

где σ (z̃) — вещественная фаза. Тогда для σ (z̃) из
уравнения (20) в квазиклассическом пределе можно
получить

σ = ±
∫

dz̃

√
Ẽ −

m‖
m⊥

α2
n

1− z̃2
. (21)

Условия квантования при отражении от потенциального
барьера дают (см. [34])

2

z̃1∫
0

dz̃

√
Ẽ −

m‖
m⊥

α2
n

1− z̃2
= π

(
1
2

+ N

)
. (22)

Здесь z̃1 — точка поворота (рис. 2), а целое неотри-
цательное число N обозначает номер уровня. Вводя
обозначение

χ =

√√√√ Ẽ

Ẽ −
m‖
m⊥

α2
n

(23)

(Ẽ = − m‖
m⊥

α2
nχ

2/(1− χ2)) и вычисляя интеграл в урав-

нении (22), получаем следующее уравнение, определяю-
щее значения энергии:

1/χ∫
0

dz̃

√
1− χ2z̃2
√

1− z̃2
=

π

4
√

m‖
m⊥

αn

√
χ2 − 1. (24)

Решая уравнение (24) численно, находим значения энер-
гии для трех нижних электронных уровней: Ẽ0 = 33.54,
Ẽ1 = 47.31, Ẽ2 = 64.64. Видно, что полученные таким
методом решения хорошо согласуются с точными чис-
ленными решениями (подпись к рис. 1).

3. Эффект размерного квантования
для дырок

Для описания структуры валентной зоны в кремнии
воспользуемся обобщением гамильтониана Латтинжера
в сферическом приближении [35]

H =− (A + 2B)~2∇2 + 3B~2(∇ · Ĵ)2

+
1
3
1σ̂ Ĵ− 1

3
1. (25)
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Здесь Ĵ — оператор единичного углового момента,
σ̂ — оператор момента 1/2, 1 — спин-орбитальное
расщепление и

A = −1
4

mh + ml

mhml

, B = −1
4

mh−ml

mhml

, (26)

где

mh =
m0

γ1 − 2γ
, ml =

m0

γ1 + 2γ
, (27)

γ =
1
5

(3γ3 + 2γ2). (28)

Значения констант γ1, γ2 и γ3 для Si равны 4.22, 0.53,
1.38 соответственно [36]. В пределе бесконечно малого
спин-орбитального расщепления 1→ 0, который может
быть использован для Si, можно записать гамильтони-
ан (25) на базисе сферических компонент [37] u0 = Z,
u±1 = ∓1/

√
2 (X ± iY) функций X, Y, Z представле-

ния 025′ в следующем виде:

H =− (A− B)~2∇2I

+ 3B~2

−∂−∂+ ∂−∂z ∂2
−

∂+∂z −∂2
z −∂−∂z

∂2
− −∂+∂z −∂−∂+

 , (29)

где I есть единичная матрица 3× 3. Собственные функ-
ции гамильтониана (29) могут быть выбраны в форме
собственных функций ψFM квадрата оператора полного
углового момента F2 и его проекции Fz на ось z. Здесь
F = L + J, где L = −i r× ∂r является оператором орби-
тального углового момента, а F(F + 1) и M являются
собственными значениями F2 и Fz соответственно.

Для нахождения верхних энергетических уровней ды-
рок в сферическом нанокристалле рассмотрим состоя-
ния с полным моментом F = 0, 1. Для F = 0 существует
только один тип дырочных состояний, описываемый
волновыми функциями ψP

00

ψP
00(r, θ, φ) = RP

0 (r )
∑

m1,m2

C00
1m11m2

Y1m1
(θ, φ)um2

, (30)

где RP
0 (r ) — радиальная часть волновой функции,

Ynm(θ, φ) обозначают шаровые функции, а C jm
j 1m1 j 2m2

—
коэффициенты Клебша−Гордона [37]. Для F = 1 су-
ществуют два типа дырочных состояний, описываемых
волновыми функциями ψSD

1M и ψP
1M , вырожденных по

квантовому числу M, пробегающему значения −1, 0, 1,

ψSD
1M(r, θ, φ) = RS

1(r )Y00(θ, φ)uM

+ RD
1 (r )

∑
m1 ,m2

C1M
2m11m2

Y2m1
(θ, φ)um2

, (31)

ψP
1M(r, θ, φ) = RP

1 (r )
∑

m1,m2

C1M
1m11m2

Y1m1
(θ, φ)um2

. (32)

Ранее функции ψP
00, ψSD

1M и ψP
1M(r, θ, φ) уже использова-

лись для описания примесных состояний в полупровод-
никах [29]. Общий вид таких функций легко находится,
если переписать результат работы [37] для случая J = 1.

Заметим, что только функции (31) состоят частич-
но из функций s-симметрии. Дырочное состояние с
наименьшей энергией размерного квантования описы-
вается именно такой функцией (далее будет показано,
что подмешивание d-состояний для верхнего дырочного
уровня в рассматриваемом случае мало́). Уравнение
Шредингера для этих функций HψSD

1M = EψSD
1M приводит

к следующей системе уравнений для радиальных функ-
ций RS

1(r ), RD
1M(r ):

A~2

[
d2

d2r
+

2
r

d
dr

]
RS

1(r ) −
√

2 B~2

×
[

d2

d2r
+

5
r

d
dr

+
3
r 2

]
RD

1 (r ) = −ERS
1(r ), (33)

−
√

2 B~2

[
d2

d2r
− 1

r
d
dr

]
RS

1(r ) + (A + B)~2

×
[

d2

d2r
+

2
r

d
dr
− 6

r 2

]
RD

1 (r ) = −ERD
1 (r ). (34)

Аналогичные уравнения были получены в работе [29]
методом „приведенных матричных элементов“, разра-
ботанным в теории угловых моментов [38], для свя-
занной на мелком акцепторе дырки, где дополнительно
присутствуют слагаемые, отвечающие за кулоновское
взаимодействие.

Общее решение системы (33)–(34), не расходящееся
при r = 0, выглядит следующим образом:

RS
1(r ) = C1 j 0(λr /a) + C2 j 0(λβr /a), (35)

RD
1 (r ) = − 1√

2
C1 j 2(λr /a) +

√
2C2 j 2(λβr /a), (36)

где C1, C2 — произвольные коэффициенты, j l (z) —
сферические функции Бесселя, которые выражают-
ся через функции Бесселя полуцелого аргумента
j l (z) =

√
π/2z Jl+1/2(z); положительный множитель λ

связан со значением энергии E (значения E меньше
нуля)

E =
A~2

a2 (1− µ)λ2 = − ~2

2mha2 λ
2; (37)

коэффициент β определяется следующей формулой:

β =

√
1− µ
1 + 2µ

. (38)

Следуя [29], мы ввели здесь параметр µ, который равен

µ =
B
A

= 2
γ

γ1

. (39)
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Рис. 3. Плотность вероятности для дырок в зависимости от
радиуса для состояний, описываемых функцией ψS

1M(r, θ, φ).
Сплошной линией показан вклад s-состояния, штриховой —
вклад d-состояния, пунктирной — полная плотность вероятно-
сти. a — λ0 = 4.286, когда подмешивание d-состояний мало.
Для наглядности вклад d-состояний показан с фактором 100.
b — λ1 = 6.276. Подмешивание d-состояний достаточно вели-
ко: 2s1d-гибридизация.

В приближении бесконечно высокого энергетического
барьера на границе нанокристалла (r = a) имеем

RS
1(a) = RD

1 (a) = 0. (40)

Решая уравнения (40), приходим к следующему уравне-
нию, определяющему возможные значения λ и соответ-
ственно возможные значения энергии дырки:

j 2(λ) j 0(λβ) + 2 j 0(λ) j 2(λβ) = 0. (41)

Корни этого уравнения легко находятся численно.
Для параметров Si γ1 = 4.22, γ2 = 0.53 и γ3 = 1.38
(β = 0.505, µ = 0.493) [36] выпишем три наименьших
корня уравнения (41), определяющих три верхних уров-
ня дырок для решений рассматриваемого типа (31)

λ0 = 4.286, λ1 = 6.276, λ2 = 9.306. (42)

Используя эти значения, можно построить радиальные
волновые функции (35)−(36), квадрат модуля которых

определяет плотность вероятности нахождения дырки
на определенном расстоянии от центра нанокристалла.
В качестве иллюстрации на рис. 3 изображено распре-
деление радиальной плотности вероятности для двух
(λ0 и λ1) состояний (31).

Следует отметить различие между основным и пер-
вым возбужденным состояниями рассматриваемого ти-
па. Для основного состояния вклад d-состояний мал.
Кроме того, мы имеем j 2(λ0) = 0.245, j 2(λ0β) = 0.220
и уравнение (41) приближенно переписывается в виде
j 0(λβ) + 2 j 0(λ) = 0 (наименьший корень этого уравне-
ния равен 4.162). Решение этого уравнения представляет
собой специфическое усреднение решений уравнений
j 0(λβ) = 0 и j 0(λ) = 0, где первое уравнение дает
уровни энергии легкой дырки, а второе — тяжелой.
Причем множитель 2 перед j 0(λ) отвечает двукратно-
му вырождению подзоны тяжелых дырок. Этот факт
приводит к тому, что энергия нижнего состояния с
достаточной точностью находится, если вместо слож-
ной структуры валентной зоны рассматривать простую
зону, в которой дырки имеют усредненную массу
m∗ = 3ml mh/(ml + 2mh), как это было сделано в [24]
или найдено с точностью до поправок второго порядка
в [25,26]. Для состояния, отвечающего λ1, аналогичное
рассуждение не может быть проведено. Как видно из
рис. 3, для этого состояния подмешивание d-состояний
достаточно велико.

Рассмотрим далее функции ψP
00. В этом случае урав-

нение Шредингера приводит к следующему уравнению,
определяющему собственные значения энергии и ради-
альные функции:

(A + 2B)~2

[
d2

d2r
+

2
r

d
dr
− 2

r 2

]
RP

0 (r ) = −ERP
0 (r ), (43)

решение которого, непрерывное при r = 0, находится
в виде RP

0 (r ) = C j1(λβr /a), где C — произвольная
константа.

Граничные условия для бесконечно высоких стенок
задают условие на возможные значения λ

j 1(λβ) = 0. (44)

Три наименьших корня уравнения (44) равны

λ0 = 8.892, λ1 = 15.285, λ2 = 22.123. (45)

Наконец, для функций ψP
1M находим следующее урав-

нение для собственных значений энергии дырок и их
радиальных волновых функций:

(A− B)~2

[
d2

d2r
+

2
r

d
dr
− 2

r 2

]
RP

1 (r ) = −ERP
1 (r ), (46)

а также уравнение, определяющее собственные значения
энергии:

j 1(λ) = 0, (47)

где три наименьших корня

λ0 = 4.493, λ1 = 7.725, λ2 = 10.904. (48)
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Рис. 4. Зависимость энергии размерного квантования от ради-
уса нанокристалла для четырех нижних состояний электронов
(сплошные линии) и четырех верхних состояний дырок (штри-
ховые линии).

Для наглядности на рис. 4 отображена зависимость
собственных значений энергии от радиуса нанокристал-
ла для основных и нескольких возбужденных состояний
электронов и дырок.

4. Кулоновский сдвиг

Для нахождения энергии электронно-дырочной пары в
нанокристалле необходимо также учесть влияние куло-
новского взаимодействия между электроном и дыркой.
Понятно, что это взаимодействие приводит к умень-
шению энергии электронно-дырочной пары (экситонный
эффект) в нанокристалле [39]. Для расчета этого эф-
фекта воспользуемся теорией возмущений. При этом
в качестве невозмущенных состояний будем рассмат-
ривать состояния, состоящие из невзаимодействующих
электрона и дырки в нанокристалле. Волновые функ-
ции таких состояний задаются произведением волновых
функций электрона и дырки. Для использования теории
возмущений обычно необходимо, чтобы расстояния меж-
ду энергетическими уровнями невозмущенной системы
были больше возникающих поправок.

Невозмущенные электронные состояния, обладающие
наименьшей энергией, состоят из нижнего электронного
состояния и верхнего дырочного состояния, соответ-
ствующего волновой функции ψSD

1M для основного экси-
тонного состояния и ψP

1M для первого возбужденного
состояния. Оба этих экситонных состояния 18-кратно
вырождены без учета спина (шесть электронных долин и
трехкратного вырождения дырочных функций). С учетом
спина имеется 72-кратное вырождение соответствен-
но. Поскольку расстояние между верхними дырочными
уровнями, соответствующими волновым функциям ψSD

1M
и ψP

1M , очень мало (см. (42) и (48)), упомянутое выше
условие применимости теории возмущений не выпол-
нено. Тем не менее теория возмущений может быть
применена для вычисления нижних экситонных уровней,

так как кулоновское взаимодействие не перемешивает
соответствующие состояния (Приложение A).

Добавка к гамильтониану невзаимодействующих
электрона и дырки, которые находятся соответственно
в точках re и rh относительно центра нанокристалла,
имеющего диэлектрическую константу κ1, вследствие
непосредственного кулоновского взаимодействия имеет
вид

V1(re, rh) = − e2

κ1|re− rh|
. (49)

Для электронно-дырочной пары, находящейся внутри
сферического нанокристалла, имеющего диэлектриче-
скую константу κ1 и окруженного средой с диэлектриче-
ской константой κ2, необходимо, кроме того, учитывать
дополнительную поправку к гамильтониану

V2(re,rh) = − e2

κ1a

∞∑
l=0

Bl

(
r er h

a2

)l

Pl (cos θ)

+
e2

2κ1a

∞∑
l=0

Bl

( r e

a

)2l
+

e2

2κ1a

∞∑
l=0

Bl

( r h

a

)2l
, (50)

появляющуюся вследствие взаимодействия электрона и
дырки с распределенным „зарядом изображения“ сна-
ружи от нанокристалла [40]. В уравнении (50) θ —
угол между re и rh, Pl (cos θ) — полиномы Лежандра,
а коэффициенты Bl задаются формулой

Bl = (l + 1)
κ1 − κ2

lκ1 + (l + 1)κ2

. (51)

Следует заметить, что, если учитывать спин, кулонов-
ское взаимодействие расщепляет экситонные мульти-
плеты за счет наличия обменных интегралов. Величи-
на обменного расщепления не превышает 30 meV и
убывает с увеличением размера нанокристаллов [10,41].
В настоящей работе будем пренебрегать обменным
взаимодействием в силу его малости. Однако оно легко
может быть учтено, если, например, воспользоваться
результатами работы [42].

Кроме того, отличие симметрии нижнего электрон-
ного уровня от сферической приводит к расщеплению
экситонных мультиплетов в зависимости от абсолютной
величины дырочного квантового числа M (Приложе-
ние A). Однако эти поправки не превосходят 5 meV для
нанокристаллов с радиусом не менее 1 nm. Поэтому в
настоящей работе можно пренебречь ими.

Тогда кулоновская поправка к энергии электронно-
дырочной пары в нанокристалле может быть представ-
лена в следующем виде:

EC =
∫

d3r ed3r hV1(re, rh)ρe(re)ρh(rh)

+
∫

d3r ed3r hV2(re, rh)ρe(re)ρh(rh), (52)

где ρe(re), ρ
h(rh) — плотность вероятности для элек-

тронов и дырок соответственно. При этом в исполь-
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Рис. 5. Зависимости энергии экситона от радиуса нанокри-
сталла для основного (сплошная линия) и первого возбуж-
денного (штриховая) мультиплетов, вычисленные по форму-
лам (53), (54). Для сравнения приведены экспериментальные
данные из работ [7,18,43-45], полученные методом измерения
фотолюминесценции (PL).

зуемых обозначениях ρe(re) =
∣∣ψe(re)

∣∣2, а ρh(rh), пре-
небрегая расщеплением по M, связанным с несфе-
ричностью нижнего электронного состояния, можно

записать в виде (Приложение A): ρh(rh) =
[(

RS
1(r h)

)2

+
(
RD

1 (r h)
)2]/

(4π) — для состояний с дырочной вол-

новой функцией ψSD
1M и ρh(rh) =

(
RP

1 (r h)
)2
/(4π) — для

состояний с дырочной волновой функцией ψP
1M , где

функции R соответствуют верхним дырочным уровням.
Расчет первого слагаемого в (52) при помощи

ЭВМ для основного состояния экситона дает величину
−2.5e2/(κ1a). Принимая в виде диэлектрической кон-
станты Si значение κ1 = 12, а в качестве эффективной
диэлектрической константы окружающей среды κ2 = 4
(SiO2 с большим содержанием нанокристаллов Si), полу-
чим для второго слагаемого в (52) величину 0.2e2/(κ1a).
Таким образом, энергия основного экситонного мульти-
плета определяется следующей формулой:

E0
ex = Eg + 34.3

~2

2m‖a
2

+ 18.4
~2

2mha2
− 2.3

e2

κ1a
. (53)

Проводя аналогичные вычисления для первого
возбужденного экситонного мультиплета, получаем
−2.2e2/(κ1a) и 0.3e2/(κ1a) для первого и второго сла-
гаемых в (52) соответственно и

E1
ex = Eg + 34.3

~2

2m‖a
2

+ 20.2
~2

2mha2
− 1.9

e2

κ1a
(54)

для энергии экситона. Зависимость энергии экситона
от радиуса нанокристалла для основного и первого
возбужденного экситонных мультиплетов показана на
рис. 5. Там же приведены экспериментальные данные по
исследованию энергии экситонов в нанокристаллах.

5. Заключение

Полученные результаты для энергии экситонов непло-
хо согласуются с экспериментальными данными по
фотолюминесценции кремниевых нанокристаллов с ра-
диусом 2 < a < 4.5 nm, полученными в [44,45]. Имеется
существенное несовпадение с результатами работы [7] и
других работ, выполненных этой же экспериментальной
группой. Вопрос, в чем причина такой низкой энер-
гии фотолюминесценции образцов, используемых в [7],
остается открытым. Следует отметить, что указанный
диапазон радиусов нанокристаллов исследовался только
в нескольких работах. Для нанокристаллов, обладаю-
щих бо́льшим радиусом, достоверные эксперименталь-
ные данные на данный момент отсутствуют.

Для малых нанокристаллов (a < 2 nm) результаты,
полученные в приближении эффективной массы, могут
сильно отличаться от экспериментальных данных, так
как радиус таких нанокристаллов достаточно близок
к постоянной решетки Si и условия применения при-
ближения эффективной массы нарушены. Следует заме-
тить, что полученные результаты неприменимы также
для нанокристаллов, обладающих слишком большим
радиусом (a > 5 nm), так как в этом случае энергия
связи экситона в объемном Si сравнима или превышает
энергию размерного квантования электронов и дырок.
Известно, что в пределе большого радиуса нанокристал-
лов надо учитывать квантование движения экситона как
целого [46].

Недавно в работе [26] было показано, что конечность
потенциальных барьеров для электронов и дырок на гра-
нице нанокристалла может влиять на энергию электрон-
но-дырочных пар для малых радиусов нанокристалла,
a < 2.5 nm. Кроме того, известно, что особенности по-
верхности нанокристалла, зависящие от окружающей
среды, а также от применения различных технологи-
ческих процессов, таких как пассивация водородом и
окисление, влияют на спектр излучения нанокристал-
лов [18,47]. Для сравнения экспериментальных спектров
с теоретическими расчетами также необходимо учиты-
вать разброс нанокристаллов по размерам [24], отличие
формы нанокристаллов от сферы, а также возможный
поляронный эффект [48,49]. Точное определение размера
нанокристалла является само по себе непростой экспе-
риментальной задачей. К тому же для рассматриваемых
нанокристаллов излучение фотона при рекомбинации
экситона может происходить как при участии фононов,
так и без него [4,41]. Наконец, многие эксперимен-
тальные спектры фотолюминесценции получены при
комнатной температуре. В этом случае возможна ре-
комбинация возбужденных состояний экситона, так как
энергетическое расстояние между основным и первым
возбужденным состояниями сравнимо или меньше kT,
а энергетическое расстояние между основным и следую-
щими возбужденными состояниями сравнимо с kT.

Следует отметить, что дальнейшее эксперименталь-
ное и теоретическое исследование свойств нанокристал-
лов Si представляет значительный фундаментальный и
прикладной интерес.
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Приложение A. Симметрийные свойства
кулоновских интегралов

Вычисление поправки к энергии электронно-дырочной
пары в нанокристалле из-за взаимодействия V1(re, rh)
сводится к вычислению интегралов следующего типа:∫∫

dr3
1dr3

2
1

|r1 − r2|
ψ∗e,i (re)ψ∗h, j (rh)ψe,i ′(re)ψh, j ′(rh),

(A1)

где i , i ′, j , j ′ нумеруют электронные и дырочные
состояния. Для вычисления таких интегралов удобно
воспользоваться разложением [38,39,50]

1
|re− rh|

= 4π
∞∑
l=0

l∑
m=−l

1
2l + 1

r l
<

r l+1
>

×Ylm(θe, φe)Y∗lm(θhφh), (A2)

где θe, φe и θh, φh — углы сферической системы коорди-
нат, отвечающие re и rh соответственно; r> — большее
из значений r e и r h, а r< — меньшее. Здесь удобно
выбрать ось z, соответствующую θ = 0 и θ = π, вдоль
направления продольного движения для электронов.

Расстояние между нулевым и первым электронным
уровнем сравнительно велико, расстояние между нуле-
вым дырочным уровнем и первым дырочным уровнем
мало, а расстояние между первым дырочным уровнем и
вторым дырочным уровнем также сравнительно велико.
Поэтому будем рассматривать только экситонные состо-
яния, возникающие из электрона на нижнем уровне и
дырки на верхнем или первом возбужденном уровне.
Волновая функция основного состояния электронов не
зависит от φ (уравнение (12)). Это приводит к тому,
что при подстановке уравнения (А2) в уравнение (A1)
сумма по m исчезает и остается только одно слагаемое,
отвечающее m = 0,

Kj , j ′ = 4π
∫∫

dr3
edr3

h

∞∑
l=0

1
2l + 1

r l
<

r l+1
>

Yl0(θe, φe)

×Y∗l0(θh, φh)
∣∣ψe(re)

∣∣2ψ∗h, j (rh)ψh, j ′(rh). (A3)

Кроме того, для нижнего электронного уровня имеет
место симметрия ψe(r, θ) = ψe(r, π − θ) (рис. 1). По-
скольку сферические функции обладают симметрией

Ylm(θ, φ) = (−1)lYlm(π − θ, π + φ), (A4)

которая при m = 0 дает просто Yl0(θ, φ) =
= (−1)lYl0(π − θ, φ), в (A3) l пробегает только четные
значения.

В случае интегралов, перемешивающих дырочные
состояния, имеем

K1SD,1P
M,M′ = 4π

∫∫
dr3

edr3
h

∞∑
l=0

1
2l + 1

r l
<

r l+1
>

×Yl0(θe, φe)Y∗l0(θh, φh)
∣∣ψe(re)

∣∣2[RS
0(r h)RP

1 (r h)

×Y00(θh, φh)C1M
101MY10(θh, φh) + RD

0 (r h)RP
1 (r h)

×
∑

m1,m2

C1M
2m11m2

Y∗2m1
(θh, φh)C1M

1m11m2
Y1m1

(θh, φh)
]
δM′,M . (A5)

Вследствие симметрии сферических функций (A4), а
также того, что l четное, интеграл в уравнении (A5) дает
нуль, так как сумма всех орбитальных квантовых чисел
при перемножаемых сферических функциях нечетна.

Таким образом, кулоновское взаимодействие не пере-
мешивает рассматриваемые невозмущенные экситонные
состояния, а только вносит поправку в значение их
энергии. Для нижнего экситонного состояния имеем

K1SD,1SD
M,M′ = 4π

∫∫
dr3

edr3
h

∞∑
l=0

1
2l + 1

r l
<

r l+1
>

Yl0(θe, φe)

×Y∗l0(θh, φh)
∣∣ψe(re)

∣∣2[(RS
1(r h)

)2
Y2

00(θh, φh)

+ 2RS
1(r h)RD

1 (r h)Y00(θh, φh)C1M
201MY20(θh, φh) +

(
RD

1 (r h)
)2

×
∑

m1,m2

C1M
2m11m2

Y∗2m1
(θh, φh)C1M

2m11m2
Y2m1

(θh, φh)
]
δM′,M . (A6)

Для M = ±1

C1M
201M =

1√
10
,

∑
m1,m2

C1M
2m11m2

Y∗2m1
(θ, φ)C1M

2m11m2
Y2m1

(θ, φ) =
1

4π

− 1

4
√

5π
Y20(θ, φ). (A7)

Для M = 0

C1M
201M = −

√
2
5
,

∑
m1,m2

C1M
2m11m2

Y∗2m1
(θ, φ)C1M

2m11m2
Y2m1

(θ, φ) =
1

4π

+
1

2
√

5π
Y20(θ, φ). (A8)

Видно, что из-за несферичности электронного состояния
экситонный уровень расщепляется на два мультиплета,
соответствующих M = ±1 и 0.
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Для второго экситонного состояния имеем

K1P,1P
M,M′ = 4π

∫∫
dr3

edr3
h

∞∑
l=0

1
2l + 1

r l
<

r l+1
>

×Yl0(θe, φe)Y∗l0(θh, φh)
∣∣ψe(re)

∣∣2(RP
1 (r h)

)2

×
∑

m1,m2

C1M
1m11m2

Y∗1m1
(θh, φh)C1M

1m11m2
Y1m1

(θh, φh)δM′,M .

(A9)
Для M = ±1∑

m1,m2

C1M
1m11m2

Y∗1m1
(θ, φ)C1M

1m11m2
Y1m1

(θ, φ) =
1

4π

+
1

4
√

5π
Y20(θ, φ). (A10)

Для M = 0∑
m1,m2

C1M
1m11m2

Y∗1m1
(θ, φ)C1M

1m11m2
Y1m1

(θ, φ) =
1

4π

− 1

2
√

5π
Y20(θ, φ). (A11)

Таким образом, второй уровень тоже расщепляется на
два мультиплета.

В результате уравнения (A6), (A9) переписываются в
следующем виде:

K = EC1 + 1M, (A12)

где

EC1 =
∫

d3r ed3r hV1(re, rh)
∣∣ψe(re)

∣∣2
×
[(

RS
1(r h)

)2 +
(
RD

1 (r h)
)2
]/

(4π) (A13)

— для основного экситонного мультиплета и

EC1 =
∫

d3r ed3r hV1(re, rh)
∣∣ψe(re)

∣∣2(RP
1 (r h)

)2/
(4π)

(A14)
— для первого возбужденного экситонного мультипле-
та, а 1M — поправка, зависящая от M и связанная с
наличием в формулах (A6), (A9) интегралов перекрытия
между Y20(θh, φh) и электронной плотностью вероят-
ности |ψe(re)|2. Поскольку для основного экситонного
мультиплета поправка 1M возникает только в силу мало-
го подмешивания дырочных d-состояний, в этом случае
она содержит дополнительную малость. Расщепление
для состояний с различным абсолютным значением
квантового числа M составляет примерно 0.035e2/(κ1a).
Для первого возбужденного мультиплета расщепление
составляет примерно 0.21e2/(κ1a).

Вычисление поправки к энергии электронно-дырочной
пары в нанокристалле из-за взаимодействия V2(re, rh)

(уравнение (50)) проводится аналогичным образом, при
этом для первого слагаемого в (50) использовано разло-
жение

Pl (cos θ) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Ylm(θe, φe)Y∗lm(θh, φh), (A15)

где θ — угол между re и rh. Для второго и третьего
слагаемого в (50) играют роль только составляющие
волновой функции дырок, не зависящие от θ и φ.
Эта часть гамильтониана также содержит поправку
из-за несферичности нижнего электронного состояния,
однако, так как изменение энергии уровней из-за V2
достаточно мало по сравнению с изменением энергии
уровней из-за V1 (однако оно больше, чем расщепление
по M из-за V1), этой дополнительной поправкой можно
пренебречь.
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