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Исследованы внутренние микроскопические диссипативные явления, имеющие место в кристаллических
диэлектриках, в которых главным взаимодействием является связь всех подсистем с термостатом.

Показано, что в реальных физических случаях, если учитывается связь не только между взаимодействую-
щими фононными подсистемами диэлектрика, но и с термостатом, процессы переброса для размера образца,
меньшего некоторого критического значения L0, играют довольно слабую роль. Для этого случая доказано,
что газ фононов „сверхтечет“ по объему без торможения и останавливается лишь благодаря взаимодействию
с неподвижными поверхностными фононами термостата.

Численными методами установлено, что umklapp-процессы начинают проявляться лишь при высоких
температурах T (когда T превышает величину, приблизительно равную 2D/4, где 2D — температура Дебая)
и для размеров образца L, больших L0, значение которого, согласно приведенным оценкам, должно быть
порядка 10 cm.

При построении теории теплопроводности в кристал-
лах принципиальное значение имеет, как известно, дис-
сипативная картина установления внутреннего теплово-
го равновесия в релаксирующих подсистемах.

Традиционным этапом окончательного установления
равновесия в диэлектриках считался и до сих пор счита-
ется механизм переброса (так называемые umklapp-про-
цессы (см., к примеру, монографии [1,2])), ответ-
ственный за релаксацию импульса системы фононов.
Этот механизм впервые был введен в терминологию
Р. Пайерлсом в 1929 г. Процессы переброса действи-
тельно играют чрезвычайно важную роль, однако лишь
в том случае, если образец массивный. В самом деле,
легко представить ситуацию, когда размер образца L
сравнительно невелик и время свободного пробега фо-
нона от границы до границы τ0 есть L/cs, где cs —
средняя скорость звука (так называемый кнудсеновский
случай). Поскольку же соответствующее время релак-
сации, обязанное перебросом, экспоненциально вели-
ко [1,2], с очевидностью можно утверждать, что часто
может быть реализована ситуация, когда неравенство
τu < L/cs нарушается и становится обратным начиная
с некоторых значений L < τucs. С качественной точки
зрения это означает, что фононы в этом случае получают
любопытнейшую возможность „сверхтечь“, не успевая
затормозиться umkla pp-процессами. Окончательное же
из торможение должно осуществляться только благода-
ря связи с термостатом, поскольку изучаемый образец в
реальных условиях (как правило) должен находиться в
контакте с тепловым резервуаром при фиксированной
температуре T0. Это означает, что объемные нерав-
новесные „сверхтекущие“ фононы, взаимодействуя в
некотором слое δ с поверхностными равновесными и
неподвижными фононами (которые находятся в непо-
средственном контакте с тепловым резервуаром), будут
тормозиться ими и релаксация по импульсу прекратится.
Исследованию именно такого случая и посвящена насто-
ящая работа.

Предположим, что в результате некоторого внешнего
воздействия (акустической волной или импульсным ла-
зерным излучением) внутренняя фононная подсистема
диэлектрика была выведена из положения равновесия,
а затем диэлектрик мгновенно поместили в термостат
с температурой T0. Поставим перед собой цель описать
ход установления внутренней релаксации с учетом связи
всех фононных подсистем с термостатом в поверхност-
ном слое δ .

В результате контакта поверхности диэлектрика
с некоторым тепловым резервуаром (рис. 1) у
поверхностных трехмерных фононов в области δ

за время τmin = δ/cl , где cl — продольная ско-
рость звука, всегда бо́льшая поперечной скорости ct ,
установилось равновесное бозевское распределение

N̄s =
[
exp(~ωt,k/T0)− 1

]−1
, где ωt,l = ct,l k — дисперсия

фононов, k — волновой вектор. Постоянную Больцма-
на kB здесь и далее будем полагать равной единице.

Рис. 1. Схематическое изображение области δ, благодаря
связи с которой устанавливается равновесное состояние в
системе объемных неравновесных фононов, в случае, когда
размер образца L < L0 (относительно L0 см. текст статьи).
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Сразу подчеркнем, что речь идет о не слишком низких
температурах, по крайней мере бо́льших температуры
жидкого гелия. Описание установления термодинамиче-
ского равновесия при температурах, близких к абсолют-
ному нулю, является отдельной задачей.

Взаимодействие объемных фононов с поверхностны-
ми приводит к выравниванию неравновесных параметров
(T → T0, µl → 0, Vt → 0) и полному термостатированию
внутренних подсистем. Забегая вперед, скажем, что это
становится ясным после сравнения обратных времен
релаксации со временем umklapp-процесса и наглядно
показано с помощью численного расчета на рис. 2.
Как видно из приведенного рисунка, при температу-
рах, меньших температуры Дебая, umklapp-процессы
подавляются и становятся менее эффективными, а газ
фононов „сверхтечет“ до границ образца. Такая ситуация
в каком-то смысле сходна с баллистическим течением
электронов в металлах в условиях их слабого взаимо-
действия с фононами.

Для массивных образцов (оценки размеров см. далее)
umkla pp-процессы играют главную роль, и торможение
неравновесного фононного газа происходит раньше, чем
этот газ успеет достичь границ диэлектрика.

Для рассматриваемой модельной ситуации будем
предполагать, что время τmax = δ/cl меньше всех воз-
можных времен релаксации в системах (τmax < τrel);
этим условием накладывается вполне конкретное огра-
ничение на ширину области поверхностного контак-
та δ . К примеру, если температура T ∼= 100 K, то
τrel = τllt = 5 · 10−9 s (рис. 2) и для cl = 1.8 · 106 cm/s
(взятой нами для алмаза) будет выполняться условие
δ < 10−2 cm.

С повышением температуры времена τrel уменьшают-
ся, а потому величина δ также должна уменьшаться. При
этом фононы вблизи поверхности становятся полностью
двумерными. Связь с ними объемных фононов приведет
к термализации последних. Заметим, что температурная
зависимость времен релаксации весьма сильно изменя-
ется при учете взаимодействия с двумерными фононами.

При анализе внутреннего теплового равновесия в
диэлектрике мы рассмотрели следующие четыре подси-
стемы: а) продольные фононы (l), б) поперечные фоно-
ны (t), в) оптические фононы (o) и г) термостат (T) с
температурой T0 = const.

Исходя из принципов, изложенных, например, в моно-
графии [2] (см. также работы [3,4]), можно сделать вывод
о том, что самое малое время релаксации соответствует
трехчастичному процессу рассеяния в системе попереч-
ных фононов, которое обозначим через τttt . Следующим
в иерархической цепочке времен будет время τllt , отвеча-
ющее процессу взаимодействия b+

lkblk1
b+

tk2
, где b+

lk(blk) —
оператор рождения (уничтожения) продольного фонона
с волновым вектором k, а b+

tk(btk) — то же самое для по-
перечных фононов. Конкурирующий с этим механизмом
взаимодействия процесс представляет собой примес-
ное рассеяние продольного фонона с его последующей
трансформацией в поперечный. Время релаксации этого

Рис. 2. Соотношения между временами релаксации для
алмаза, полученные численным расчетом. Здесь введены со-
кращенные обозначения: llt — обратное время релаксации
для процессов с двумя продольными и одним поперечным
фононами; ltt — то же, но для одного продольного и двух
поперечных фононов; Opt — обратное время релаксации для
процесса слияния двух продольных в один оптический фонон;
Imp — обратное время релаксации для процесса трансфор-
мации продольного в поперечный в результате рассеяния на
примесях; Unf — обратное время релаксации продольных
фононов для umklapp-процессов.

процесса обозначим как τimp lt . Время установления ква-
зиравновесного распределения продольных фононов τlll
оказывается самым большим из перечисленных, но,
однако, меньшим, чем время релаксации продольного
фонона, за счет процесса b+

lkb+
ok1

bok2
с участием оптиче-

ских фононов. Это время обозначим как τloo. Замыкает
цепочку самый медленный по отношению к упомянутым
механизмам процесс релаксации — механизм переброса
с характерным временем τu. Как показал численный
анализ, существует, однако, некоторая область на плос-
кости T−L, внутри которой процессы переброса явля-
ются главными (рис. 3); этот случай мы сейчас не рас-
сматриваем. Это означает, что все упомянутые времена
объединяются в единое математическое неравенство
вида τttt � τllt ≤ τimp lt < τlll � τloo < τu. Принимая эти
неравенства как факт, легко установить качественную
картину прихода всех подсистем в состояние термоди-
намического равновесия.
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В случае важного для нашей задачи учета связи с
термостатом (схема на рис. 1) мы имеем право за-
писать следующие неравенства: τTTT < τttt ≤ τttTt

� τlTl t ,
τimp lTt

� τu, где индекс „T“ характеризует взаимодей-
ствие с термостатом, роль которого, как уже упоми-
налось, играют неподвижные поверхностные фононы из
области контакта δ (рис. 1). Можно привести следующие
оценочные соотношения между временами:

τttTt
=
(

L
2δ

)
· τttt,

τlTl t =
(

L
2δ

)
· τllt ,

τimp lTt
=
(

L
2δ

)
· τimp lt . (1)

С учетом этого теперь просто записать кинетиче-
ское уравнение, которое в τ -приближении оказывается
вполне достаточным для наших целей. Проводя далее
его линеаризацию по независимым параметрам Vt , µl
и δT = Tt − T0, где µl — химический потенциал про-
дольных фононов, получаем уравнения, описывающие
релаксацию этих параметров

δṪ = − 1
τ1

δT,

µ̇l = − 1
τ2

µl ,

V̇t = −
(

1
τ3

+
1
τu

)
Vt , (2)

где обратные времена есть

1
τ1

=

∫ ~ωlk
τlTl tk

∂N̄lk
∂Tt

∣∣∣
Tt =T0,µl =Vt =0

d3k∫
~ωlk

∂N̄lk
∂Tt

∣∣∣
Tt =T0,µl =Vt=0

d3k
, (3)

1
τ2

=

∫
1

τlTl tk

∂N̄lk
∂(~ωlk)

∣∣∣
Tt=T0,µl =Vt=0

d3k∫ ∂N̄lk
∂(~ωlk)

∣∣∣
Tt=T0,µl =Vt=0

d3k
, (4)

1
τ3

=

∫ k2

τlTl tk

∂N̄lk
∂(~ωlk)

∣∣∣
Tt=T0,µl =Vt =0

d3k∫
k2 ∂N̄lk

∂(~ωlk)

∣∣∣
Tt=T0,µl =Vt =0

d3k
. (5)

Система уравнений (2) определяется следующим об-
разом. Первое уравнение, выражающее закон сохране-
ния энергии, получено путем умножения обеих час-
тей кинетического уравнения на ~ωlk и последующим
интегрированием по d3k. Второе уравнение выражает
закон сохранения числа продольных фононов и найдено
просто интегрированием обеих сторон кинетического

Рис. 3. Заштрихованная область в плоскости T−L (L — раз-
мер образца), где процессы переброса начинают играть су-
щественную роль. Построение выполнено при фиксированном
значении δ = 0.18 cm и полагалось, что δ не зависит от T .

уравнения. Наконец, последнее уравнение (относительно
эволюции скорости увлечения Vt) представляет собой
закон сохранения импульса квазичастиц. Оно получено
умножением кинетического уравнения на k и последу-
ющим интегрированием. Как и должно быть, помимо
времени, связанного с термостатом, в нем присутствует
и время релаксации, обязанное процессам переброса τu.

В наиболее интересной с теоретической и экспери-
ментальной точек зрения области температур, а именно
при T < 2D , и в случае не слишком массивных образцов
с линейным размером L (рис. 3) должно выполняться
условие 1/τ3 � 1/τu (рис. 2). Оно означает, что окон-
чательное установление равновесия во всех подсисте-
мах характеризуется временем τlTl t ≈ (L/2δ)τllt и для
небольших образцов, когда L ≥ 2δ, будет τlTl t ≥ τllt .
Если же образец массивный, то Z� 2δ и τlTl t � τllt .
Чтобы сравнить τ3 с τu, необходимо воспользоваться
аналитическим выражением для τu. Выражение для τu

в случае трехчастичного взаимодействия продольных
фононов имеет вид

1
τuk

=
γ̃

4π
· 22

D~a3k6

M3c4
l |k + g|

×
π/ak∫

|k+g|−k
2k

x2

{
37(x + 1)2 +

3
x2

[
x2 + (x + 1)2 − (k + g)2

k2

]}

×
[
N̄(~ωlk · x)− N̄

(
~ωlk · (x + 1)

)]
dx. (6)

Усреднение обратного времени τ −1
uk по равновесной

бозевской функции распределения продольных фононов
осуществляется с помощью формулы

1
τu

=

∫
k2N̄lk

dk
τuk∫

k2N̄lk dk
.
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После подстановки сюда явного выражения для 1/τuk,
согласно (6), найдем окончательно

1
τu

= G
~22

D

g1(β)M3c4
l a2

1∫
−1

dz ·
π∫

0

y3N̄(βy)
ϕ(y, z)

dy

×
π∫

ϕ(y,z)−y
2

S(x, y)
[
N̄(βx)− N̄

(
β(x + y)

)]
dx, (7)

где параметры есть G = γ̄2 · 2.44 · 10−5, β = 2∗D/(πT),
а функции имеют вид ϕ(y, z) =

√
y2 + yz · 4π + 4π2,

S(x, y) = 37x2(x + y)2 + 3[x2 + (x + y)2 − ϕ(y, z)]2,

g1(β) =
π∫
0

y2N̄(βy) dy, N̄(y) = 1
ey−1 .

Для всех остальных средних времен релаксации в
случае кристаллического диэлектрика с кубической сим-
метрией имеем следующие результаты. Для обратного
времени релаксации продольного фонона при его взаи-
модействии с одним продольным и одним поперечным
виртуальными фононами получаем

1
τllt

= 3.9 · 10−4 · γ̄2 c7
l

ac6
sg1(β)

×
(

~
ρa4cl

)3
λ2(λ2 − 1)
(1 + 2λ3)2

·
π∫

0

N̄(βy)
y4

dy

×
αy∫

y

(x − y)2ϕ1(x, y)
[
N̄
(
β(x − y)

)
− N̄(βx)

]
dx, (8)

где безразмерные параметры есть α = λ+1
λ−1 ,

λ = cl/ct > 1, 2∗D = π~cl
a , 2D = π~cs

a , cs = 3

√
3

1+2λ3 · cl ,

а функция ϕ1(x, y) = y4[x2 + y2 − (x − y)2λ2]
[
(x + y)2

− λ2(x− y)2
]

+ 6(λ2− 1)y2(x− y)2
[
x2 + y2− λ2(x−y)2

]2

+ 36(x − y)2
[
(x + y)2 − λ2(x − y)2

]3
. Время релаксации

с участием оптического фонона будет определяться
равенством

1
τloo

= 0.04 · γ̄2 c2
l

acsg1(β)

(
~

ρa4cl

)3(
1 + 2λ3

)2/3 ·
(

T
2D

)3

× exp

(
−22D

πT

) π∫
0

(
1− exp(−βy)

)
N̄(βy)y2 dy

×
∞∫

xH (y)

√
x · exp(−x)ϕ3(x, y) dx, (9)

где нижний предел интегрирования xH(y) = b
4

(
βy 1

b

)2
,

параметр b = 3π
4(1+2λ3)2/3 · T

2D
, функция ϕ3(x, t) = x2

− xyβ − 20
49 bx(βy)2 + 5

49 (byβ)2
(
βy + 1

b

)2
.

Обратное время релаксации для примесного рассея-
ния есть

1
τimp lt

= ci B̃
c6

l

aπ4c5
sg1(β)

π∫
0

y6N̄(βy) dy, (10)

где ci — концентрация примесных атомов, B̃ =

= π5

18 γ̃
2λ5
( 2D

Mc2
l

)2
. Здесь γ̃ — феноменологическая без-

размерная константа связи фононов с примесным ато-
мом.

Наконец, последнее из времен определяется выраже-
нием

1
τltt

= 5.9 · 10−4 · γ̄2 c7
l

ac6
sg1(β)

×
(

~
ρa4cl

)3
λ3(λ2 − 1)2

(1 + 2λ3)2

π∫
0

y2N̄(βy) dy

×
B2∫

B1

ϕ2(x, y)
[

1 + N̄
(
β

x
λ

)
+ N̄

(
β
(

y − x
λ

))]
dx, (11)

где пределы интегрирования по x есть B1 =
( λ−1

2

)
y,

B2 =
( λ+1

2

)
y, а функция ϕ2 =

[(
x − λ

2 y
)2 −

( y
2

)2]2
.

Среднее время релаксации τ3 можно оценить по
формуле

1
τ3

=
2δ

Lg∗1

2∗D/T∫
0

1
τllty

y4N̄(y)
(
1 + N̄(y)

)
dy, (12)

где нормировочная функция g∗1 =
2∗D/T∫

0
y4N̄(y)

(
1+N̄(y)

)
dy.

В раскрытом виде получится

1
τ3

=
2δ

Lg∗1

2∗D/T∫
0

y4N̄(y)
(
1 + N̄(y)

)
dy

×
{

0.12 · γ̄2 c2
l

acs

( ~
ρa4cl

)3 λ2(λ2 − 1)
(1 + 2λ3)2

( T
2D

)5

×
α∫

1

(x − 1)2ϕ1(x)
[
N̄
(
y(x − 1)

)
− N̄(xy)

]
dx

}
. (13)

Необходимо заметить, что все эти выражения для
времен релаксации были необходимы для численного
расчета, результаты которого приведены на рис. 1.
Поэтому заинтересовавшийся читатель сам сможет про-
верить правильность соотношений между временами
путем численного интегрирования.
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Экспериментальные значения параметров некоторых диэлектриков

Группа
Постоянная Число

A,
ρ, c̄l , c̄t , cs, 2D ,

C111111 ,
|γ̄e|,

симметрии
решетки, атомов

10−8cm∗
g/cm3 105 cm/s 105 cm/s

105 cm/s
λ∗

K
10−12 cm3/dyn

1012 dyn/cm3
Вещ

ес
тв

о

10−8 cm на ячейку [10] [10] [10] [15]

C m3m 3.57 [11] 8 1.785 3.51 18.1 12.1 13.22 1.5 1850 [10]
(алмаз) 1860 [10] − 135

2250 [10]
2196∗

NaCl m3m 5.64 [11] 6 3.1 2.17 4.57 2.69 2.98 1.7 320 [10]
275 [10] −8.43 7
285∗

SiO2 32 a, b=4.913 9 2.438 2.65 5.96 4.44 4.77 1.34 580∗ −2.1 25
(α-кварц) c=5.404 [12] −8.15 (C333333)

∗ Расчет по данным таблицы.

Прежде чем переходить к описанию коэффициен-
та теплопроводности, скажем еще несколько слов по
поводу параметра δ . По определению приповерхност-
ный слой диэлектрика представляет собой термостат,
и его толщина определяется временем упругой релак-
сации поверхностных (но тем не менее трехмерных)
фононов благодаря их рассеянию непосредственно на
границе диэлектрика. Как видно из численных оценок
времени релаксации (рис. 2), в случае алмаза оно
соответствует τllt (T0), т. е. величина δ должна быть
меньше, чем cl · τllt (T0). Взяв τllt ∼ 10−7 s, получаем
δ < 1.8 · 106 · 10−7 = 0.18 cm. Для образца с линейным
размером L ∼= 0.5 cm параметр малости, связывающий
временаτllt и τlTl t , согласно (1), будет ε = 2δ/L = 0.72.
В качестве параметров расчета (a, ρ, 2D и др.) ис-
пользовались справочные экспериментальные данные,
численные значения которых представлены в таблице.
Расчет обратного времени τ −1

3 (по порядку величины
совпадающего с τ −1

llT ) и τ −1
u показал, что до размеров

образца L < L0 = 3−10 cm будет преобладать механизм
связи продольных фононов с поперечными фононами
термостата. Для массивных образцов (L > L0) и в опре-
деленных областях плоскости T−L (рис. 3) начинают
„работать“ процессы переброса.

Надо заметить, что зависимость коэффициента тепло-
проводности κ(T) при любых T , и в том числе в области
правее максимума, аналитически не просчитывается,
хотя именно она и является наиболее интересной. Бла-
годаря же методам численного интегрирования задача
оказывается решаемой.

Анализ зависимости κ(T) начнем с общего выражения
для тензора κij , где индексы i , j = x, y, z. Используя
хорошо известное газокинетическое приближение [2],
представим его в виде

κij =
∫
~ωlkv iv j

∂N̄l (k)
∂T

τlk
d3k

(2π)3

+
∫
~ωtkv iv j

∂N̄t(k)
∂T

τtk
d3k

(2π)3
, (14)

где дисперсия фононов ωlt (k) = cl ,tk.

Усреднив (14) по направлениям фононов и оставляя
наиболее быстрый продольный механизм релаксации,
получаем

κ̄ = ξ
~c2

l

(2π)3

∫
ωl (k)

∂N̄l (k)
∂T

τlkd3k, (15)

где параметр ξ−1 = 31/3(1 + 2λ3)2/3. Во избежание за-
громождения текста будем в дальнейшем писать κ без
черточки.

Несмотря на простоту приведенной формулы, она
тем не менее, позволяет проанализировать весь ход
температурной зависимости κ при любых T; зада-
ча должна заключаться только в оценке времен ре-
лаксации τlk . Можно показать, что законами сохра-
нения энергии и импульса разрешены только четы-
ре диссипативных процесса: 1) b+

lkb+
tk1

blk2
; 2) b+

lkbtk1
btk2

;
3) b+

lkbtk′ ; 4) b+
lkbok1

b+
ok2

. Для процесса 1) разрешенные
значения виртуального волнового вектора определены

неравенством k1 ≥
cl−ct

2cl
· k. Для процесса 2) имеем

k
2

( cl
ct
− 1
)
≤ k1 ≤

k
2

( cl
ct

+ 1
)
. Для процесса 3) ограни-

чений нет. Для процесса 4) k1 ≥
1
2

( cl
β

+ k
)
, где β

вводится из определения спектра оптических фононов
ω0k = ω0 − βk2, справедливого в длинноволновом при-
ближении; ωo

∼= 2(cs/a), а β ≈ acs/4.
В результате оказывается, что обратное время релак-

сации есть сумма

1
τlk

=
1
τ1lk

+
1
τ2lk

+
1
τ3lk

+
1

τimp k

+
cl

L
, (16)

где входящие сюда времена релаксации определяются
выражениями

1
τ1lk

= γ̃1
22

D~a3

M3c2
l c2

t
·
αk∫

k

dk1 ·
[
N̄l(k1−k) − N̄lk1

]
×
{

k2
1A2
[
(k1 − k)2λ2 − (k1A− k)2

]
+ 6 · k4

1

(
1− A)2

)2 + 36 · k2
1

(
1− A2

)
· (k1A− k)2

}
, (17)
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1
τ2lk

= γ̃2
22

D~a3

M3cl c
3
t

×
z2k∫

z1k

k4
1(1− B2) · dk1

[
1 + N̄tk1

− N̄(ωlk − ωtk1
)
]
, (18)

1
τ3k

= γ̃3
22

D~a3

M3clβω
2
o
·
∞∫

z3

k1 ·
[
N̄ok1
− N̄o(ωlk − ωok1

)
]

×
{

k4
1 −

cl

β
kk2

1 +
6
49

k2
(cl

β
+ k
)2
− 20

49
k2k2

1

}
dk1, (19)

1
τimp k

=
π · ci · γ̄2

imp2
2
Da3λ4k4

18 ·M2c2
t cl

, (20)

где параметры γ̃1 = γ̄2 1
392 · 108 · π = 1.94 · 10−6γ̄2,

A =
k2+k2

1−λ
2(k−k1)2

2kk1
, причем A≤ 1, λ = cl/ct ≥ 1,

α = (λ + 1)/(λ − 1), γ̃2 = γ̄2 49
392 · 108 ·π = 9.5 · 10−5γ̄2,

B =
k(1−λ2)+2k1λ

2k1
, z1 = (λ − 1)/2, z2 = (λ + 1)/2,

z3 = 1
2

(
k+

cl
β

)
. Константа γ̃3 = γ̄2 49

392 · 32 · 27 = 3.7 ·10−5 γ̄2.

Время L/cl учитывает механизм кнудсеновского рас-
сеяния продольных фононов на границах образца. Это
время релаксации, ответственное в основном за ушире-
ние линии κ(T), играет важную роль только в области
низких температур.

С помощью формул (16)–(20) коэффициент теплопро-
водности (15) приводится к следующему компактному
выражению:

κ(T, λ,R) =
L
a

( T
2D

)3 π

2 · 31/3
· cl

a2(1 + 2λ3)2/3

×
2∗D/T∫
0

y4N̄y(1 + N̄y)
1 + F(y)

dy, (21)

где 2∗D = 2D

(
3

1+2λ3

)1/3
, а функция, стоящая в

знаменателе, представляет собой сумму F(y) =
= F1(y) + F2(y) + F3(y) + Fimp(y). Входящие сюда
функции приведены в Приложении.

Численное интегрирование выражения (21) (с учетом
формул (П1)−(П4)) было проведено с использованием
широко освещенных в литературе методов (см., на-
пример, [5–7]), а потому не будем заострять на нем
внимание. Отметим только, что в качестве параметров
использовались экспериментальные данные, представ-
ленные в таблице (полагалось только, что cl = c̄l ).
Эффективная константа γ̄ выбиралась из условия соот-
ветствия результатов численного интегрирования экспе-
риментальным данным. В последнем столбце таблицы

приведены значения размерной константы γ̄e, связанной
с γ̄ простым соотношением γ̄e = γ̄2D/a

3 (по алмазу γ̄e

дано для типа IIa). При этом, поскольку в выраже-
ния (П1)−(П4) входит только γ̄2, γ̄e можно опреде-
лить лишь по абсолютному значению. Для γimp было
принято значение 102. Некоторая сложность возникает
с выбором значения температуры Дебая. Дело в том,
что в разных работах (а иногда и в одном издании)
приводятся различные значения 2D для одного и того
же материала (разница может достигать более 20% —
см. таблицу). Для алмаза и NaCl были использованы
значения 2D , взятые из работы [8], статья „Тепло-
емкость“: алмаз — 2250 K, NaCl — 275 K. Эти дан-
ные лучшим образом соответствуют температуре Де-
бая, определенной по выражению 2D = ~cs(6π

2N/V)1/3.
Что касается кварца, то, так как данные по 2D для
него в [8] отсутствуют, была взята температура Дебая,
вычисленная по той же формуле и по приведенным
в таблице экспериментальным данным (2D = 580 K).
Заметим, что разное определение температуры Дебая
приводит к некоторому (несущественному) разбросу в
поведении κ(T). Размеры образцов, для которых даются
экспериментальные результаты по теплопроводности,
составляли: для алмаза и NaCl ∼ 0.5 cm (при расчете L,
принято равным 0.5 cm); для кварца — 0.5× 0.5× 4 cm
(κ измерялось по оси C и поэтому размер был выбран
L = 4 cm).

Рис. 4 и 5 дают хорошее согласие результатов чис-
ленного интегрирования приведенного теоретического
выражения для коэффициента теплопроводности диэлек-
триков с экспериментальными данными. Пренебречь же
влиянием примесного рассеяния здесь нельзя даже для
наиболее чистого алмаза типа IIa (рис. 4, a), посколь-
ку в природе не встречается полностью идеальных
кристаллов, а синтетические („искусственные“) алмазы
пока что еще более „дефектны“, чем натуральные.
В итоге, для алмаза типа IIa при оговоренных выше
параметрах интегрирования получены следующие зна-
чения: γ̄e ≈ 1.35 · 1014 erg/cm3 и ci ≈ 3 · 10−6, что соот-
ветствует концентрации примеси порядка 5 · 1017 cm−3.
Здесь необходимо особо отметить, что, во-первых, если
бы величина γimp была принято другой, то и значе-
ние ci изменилось бы. Во-вторых, концентрация при-
месей 1017 cm−3 не является для алмаза такой уж
большой. Согласно [9], в наиболее чистых алмазах
(тип IIa) содержание только „азота в A-форме . . . состав-
ляет менее 1018 cm−3“, а всего в алмазе насчитывается
до 50 типов различных дефектов, как примесных, так
и собственных. В литературе же приводятся, как пра-
вило, усредненные данные. В связи с этим несколько
сложнее сравнивать теорию и эксперимент для алмаза
типа I и IIb (рис. 4, b), так как среди алмазов типа IIb
встречаются и полупроводники [9,10], а тип I обычно
так же разбивают на подклассы в зависимости от типа
и количества дефектов и примесей [9]. Встречаются и
алмазы с концентрацией примесей более 1020 cm−3. Кро-
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ме того, при большой концентрации примесей должны
меняться плотность, скорость звука и другие парамет-
ры материала, по-разному влияющие на ход зависи-
мости κ(T). Чтобы не усложнять расчеты и учитывая
усредненный характер экспериментальных данных, для
алмаза типа I и IIb нами были зафиксированы все
параметры интегирования (как для алмаза типа IIa)
и варьировались только γ̄ и ci . В результате было
получено: для алмаза типа IIb γ̄e ≈ 1.7 · 1014 erg/cm3

и ci ≈ 1.5 · 10−5, а для типа I γ̄e ≈ 2 · 1014 erg/cm3

и ci ≈ 6 · 10−5.
Для NaCl и SiO2 механизм рассеяния акустических

фононов на оптических, естественно, учитывался. В то
же время эти кристаллы выращиваются достаточно
высокого качества и количество примесей в них бы-
ло принято пренебрежимо малым (ci = 0). Из рис. 5
очевиден вывод: несмотря на то что NaCl — ионный
кристалл, а кварц — пьезоэлектрик, главный вклад в
зависимость κ(T), так же как и в случае алмаза, вносит
чисто фононный механизм релаксации, связанный с
торможением объемных фононов, движущихся со ско-
ростью увлечения V, на неподвижных термализованных

Рис. 4. Температурная зависимость теплопроводности алмаза.
Точки — эксперимент: 1, 3, 4 — по данным [10], 2 — по
данным [13]. Сплошные линии — теория. a — алмаз типа IIa,
b — алмаз типа I (3) и IIb (4).

Рис. 5. Температурная зависимость теплопроводности
NaCl (a) и SiO2 (b). Точки — эксперимент (по данным [10]),
сплошные линии — теория и численный расчет.

фононах граничного слоя δ . Роль оптических фононов
здесь весьма существенна. Относительно значения γ̄e

для кварца необходимо заметить, что, по-видимому,
оно должно отличаться от данных по NaCl и алмазу.
Это связано с тем, что α-кварц принадлежит к группе
симметрии 32, для которой тензор γiklmnp имеет уже
не 6, а 14 независимых компонент.

Видно, что с увеличением концентрации примесей ве-
личина теплопроводности резко падает. Этот результат
не противоречит экспериментальным данным, а сама
зависимость κ(T) становится при этом более пологой и
ее максимум смещается в сторону высоких температур.
В принципе, уже этот механизм может привести к
тому, что вплоть до температуры фазового перехода
(например, плавления) κ(T) не будет достигать мак-
симума. Подобная зависимость наблюдается для ряда
стекол [10] (см. также [11–15]). Поведение κ(T) для
стекол не объясняется так просто, поскольку в случае
сильно „дефектных“ и некристаллических материалов
по формуле (21) можно оценить лишь качественное
поведение коэффициента теплопроводности, хотя общая
тенденция ясна.
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Рис. 6. Вид зависимости κ(T) при различных значениях кон-
станты нелинейного взаимодействия γ̄e3(1)> γ̄e2(2)> γ̄e1(1).
На вставке — зависимость температуры Tmax (1) и амплитуды
κmax (2) максимума κ(T) от γ̄e.

Рис. 7. Зависимость температуры Tmax (1) и амплитуды
κmax (2) максимума κ(T) от отношения продольной и попе-
речной скоростей звука λ. На вставке — те же зависимости,
но в меньшем масштабе (1 : 10). Буквами a, b, c, d показа-
ны экстремальные точки кривых, проявляющиеся в большем
масштабе.

На рис. 6 показано влияние эффективной
константы взаимодействия. Кривой 1 соответствует
γ̄e=1.5 ·1014 erg/cm3, а кривой 3 — γ̄e=3.5 ·1014 erg/cm3.
С ростом γ̄e величина κ уменьшается, а максимум κ(T)
смещается в сторону низких температур. Скорость
изменения κ(γ̄e) говорит о сильном влиянии константы
нелинейного взаимодействия на максимумы теплопро-
водности, положения которых практически совпадают
для алмаза, NaCl и кварца (рис. 7) и составляют
для экстремумов: a —- λ ≈ 1.35, b — λ ≈ 3.25, c —
λ ≈ 1.65 и d — λ ≈ 7.8. Интересно отметить, что по
экспериментальным данным [10] получается, что λ

как для кристаллических, так и для стеклообразных
диэлектриков лежит в основном в пределах 1.34−3.1.

Таким образом, получены следующие основные ре-
зультаты.

1) Впервые обращено внимание на корректную поста-
новку задачи о роли поверхностных фононов термостата
в теории внутренней микроскопической релаксации кри-
сталлических диэлектриков.

2) Построена теория релаксации, учитывающая четы-
ре основные взаимодействующие подсистемы: продоль-
ные и поперечные акустические фононы, оптические
фононы и термализованные поверхностные фононы. При
помощи численного интегрирования найдено строгое
соотношение между временами релаксации, которое
невозможно было бы определить чисто аналитически, а
следовательно, и выяснить иерархию времен.

3) Как результат теории релаксации удалось точно
описать коэффициент теплопроводности с учетом только
наиболее важных механизмов взаимодействий.

4) С помощью метода численного интегрирования по-
строены точные теоретические кривые зависимости κ(T)
для некоторых типов кристаллических диэлектриков
(алмаз, NaCl, SiO2) и дано адекватное объяснение мно-
жеству имеющихся экспериментальных данных во всем
температурном диапазоне изменения функции κ(T), за
исключением лишь области сверхнизких температур.
Этот температурный диапазон должен стать предметом
отдельного исследования.

5) При построении кривой κ(T) подставлялись чис-
ленные значения только экспериментально установлен-
ных параметров. В нашем рассмотрении не было ис-
пользовано ни одного подгоночного параметра, кро-
ме константы нелинейного взаимодействия фононов и
ширины области контакта δ, которая в силу малости
размера образца была одного порядка с L, так что
параметр δ/L из ответа выпал (см. приведенные выше
оценки). По совпадению с экспериментальными резуль-
татами можно оценить константу нелинейного взаимо-
действия фононов. По нашим оценкам, она составляет
примерно 1013 erg/cm3.

Заметим также, что исследование области контакта с
термостатом и температурная зависимость δ(T) пред-
ставляют собой важную и не простую как в теорети-
ческом, так и в экспериментальном плане задачу.

Авторы выражают искреннюю признательность
А.С. Сигову, сделавшему ряд полезных замечаний.

Приложение

Входящие в (21) функции таковы

F1(y) = γ̃∗1
L
a

(
~

ρ · a4cl

)3
λ2(λ2 − 1)
(1 + 2λ3)2

· y5 ·
(

T
2D

)5 ( cl

cs

)

×
α∫

1

(x − 1)2 · ϕ1(x)
[
N̄
(
y(x − 1)

)
− N̄(xy)

]
dx, (П1)
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где константа нелинейного взаимодействия γ̃∗1 = 3 ·π6γ̄2

392 ·16
= 0.12 γ̄2, а функция

ϕ1(x) =
[
x2 + 1(x − 1)2λ2][(x + 1)2 − λ2(x − 1)2]
+ 6(x − 1)2(λ2 − 1) ·

[
x2 + 1− λ2(x − 1)2

]2

+ 36(x − 1)2
[
(x + 1)2 − λ2(x − 1)2

]3
;

F2(y) = γ̃∗2
L
a

( ~
ρ · a4cl

)3 λ3(λ2 − 1)2

(1 + λ3)2
· y5 ·

( T
2D

)5
·
( cl

cs

)

×
z2∫

z1

ϕ2(x)
[

1 + N̄
(xy
λ

)
− N̄

(
y
(

1− x
λ

))]
dx, (П2)

где γ̃∗2 = 49
32 γ̃

∗
1 , ϕ2(x) =

(
x − λ+1

2

)2
·
(
x − λ−1

2

)2
, а z1

и z2 те же, что в (16). Поскольку F3(y) = (L/cs) · (1/τ3k),
для T < 2D , учитывая выражение (12) и дисперсию
оптических фононов, находим

F3(y) ∼= γ̃∗3
L
a

(
~

ρ · a4cl

)3

·
(
1 + 2λ3

)2/3 ·
(

T
2D

)3

×
(
1− exp(−y)

)
exp

(
−22D

πT

)
·
(

cl

cs

)

×
∞∫

xH (y)

ϕ3(x) ·
√

x · exp(−x) dx, (П3)

где нижний предел интегрирования есть xH(y) =
= f

4

(
y + 1

f

)2
, функция

ϕ3(x, y) = x2 − xy− 20
49

f xy2 +
5
49
· ( f y)2 ·

(
y +

1
f

)2
,

f =
3π

4 · (1 + 2λ2)
T
2D

, γ̃∗3 =
49 · π4γ̄2

81 · 392
= 0.04 γ̄2,

Fimp(y) = ci · Bi · y4 ·
( T
2D

)4
·
( cl

cs

)
, (П4)

где Bi = π
18

L
a λ

5 ·
( γ̄imp·2D

M·c2
l

)2
.
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