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Представление решетки системой взаимодействующих ионов широко используется в физике твердого
тела. При этом предполагается, что волновые функции отдельных ионов являются достаточно хорошим
нулевым приближением для расчета из первых принципов матричных элементов гамильтониана взаи-
модействия электронов и ядер решетки. Для проведения подобных расчетов в базисе таких функций
предлагается использовать метод вторичного квантования. В качестве примера оценивается амплитуда
перехода электрона с лиганда на центральный ион. Полученные значения хорошо согласуются с экспе-
риментом.
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Лигандные сверхтонкие взаимодействия в ионных
кристаллах интенсивно исследуются методами ЯМР и
ДЭЯР, так как локальные поля на ядрах ионов значи-
тельно отличаются от диполь-дипольных и могут дать
обширную информацию об электронной структуре кри-
сталла (см., например, [1,2]). Для ионов группы железа
природа возникновения этих полей в основном была
достаточно хорошо понята [3]. Однако простой перенос
механизмов их возникновения на редкоземельные ионы
приводит к противоречию с экспериментальными данны-
ми [4,5].
Несколько позднее накопившийся эксперименталь-

ный материал позволил предложить модель примесно-
го редкоземельного центра [6]. В ней наряду с эф-
фектами перекрывания и ковалентности 4 f -оболочки
учитывались процессы виртуального переноса заряда
с лиганда на 5d-оболочку, процессы раскомпенсации
5s- и 5p-оболочек. Учет ковалентной связи, прово-
димый обычно методом молекулярных орбиталей [3],
эквивалентен в методе конфигурационного взаимодей-
ствия учету во втором порядке теории возмущений
процессов переноса заряда с лиганда на центральный
ион [7,8]. Однако появляющиеся в этих подходах так
называемые параметры ковалентности [3,6] остаются
подгоночными параметрами [1,2,9], порядок которых
определяется величиной соответствующего интеграла
перекрывания. Получение для них микроскопических
выражений исходя из первых принципов наталкивает-
ся на трудности, связанные с вычислением матрич-
ных элементов операторов на слэтеровских детермина-
тах, составленных из частично неортогональных орби-
талей.
В [10,11] был найден вторично-квантованный вид

операторов, позволяющий вычислять матричные эле-
менты на таких детерминантах с точностью до квад-
ратов интегралов перекрывания. Именно эта техни-
ка с использованием приложений метода вторичного

квантования к атомной спектроскопии [12] позволи-
ла учесть виртуальные процессы переноса заряда вы-
ше второго порядка теории возмущений [6,8]. Однако
каких-либо микроскопических выражений для оценки
величины параметров ковалентности в этих работах
получено не было. Кроме того, в ряде важных за-
дач в рамках развиваемого подхода отличные от нуля
вклады возникают только в четвертом порядке тео-
рии возмущений, и для корректной количественной
оценки необходимо вычислять матричные элементы
как минимум с точностью до четвертой степени ин-
тегралов перекрывания. Такая ситуация возникает, на-
пример, при вычислении сверхтонких полей на ядрах
ионов второй координационной сферы от выделенно-
го иона [13,14] или параметров суперобменной свя-
зи [15,16].
В данной работе на основе результатов [17] построен

базис многоэлектронных ортонормированных функций и
в этом базисе найден вторично-квантованный вид одно-
частичного и двухчастичного операторов с произволь-
ной степенью точности по интегралам перекрывания.
В качестве примера оценивается амплитуда перехода
электрона с 2s-оболочки фтора на 4 f -оболочку примес-
ного редкоземельного иона Yb3+ в KMgF3.

1. Теория

Рассмотрим систему, состоящую из произвольного
числа ионов. Индексами ξ, ξ ′, η, η′, . . . обозначим по-
ложение ионов и квантовые числа орбиталей ионов,
т. е. ξ = (R̄i , nlmlms). Тогда некоторому распределению
электронов в системе можно сопоставить детерми-
нант 8{ξ}, где {ξ} = ξ1, ξ2, . . . , ξn — набор квантовых
чисел, определяющих это распределение. Матричный
элемент произвольного оператора на функциях 8{ξ}
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может быть вычислен по формулам [17]

〈
8{ξ ′}|H|8{ξ}

〉
=

〈
0
∣∣∣∏
ξ ′

aξ ′ × H8 ×
∏
ξ

a+
ξ

∣∣∣0〉

≡ 〈{ξ ′}|H8|{ξ}
〉
, (1)

H8 = N

{
exp

[ ∑
η 6=η′

a+
η aη′〈η|η′〉

]
H

}
, (2)

H =
∑

a+
ξ aξ ′〈ξ |h|ξ ′〉+

1
2

∑
a+
ξ a+

η aη′aξ ′〈ξη|g|ξ ′η′〉, (3)

∣∣{ξ}〉 =
∏
ξ

a+
ξ | 0〉, (4)

где h и g — одночастичный и двухчастичный операторы
соответственно, a+

ξ (aξ ′) — оператор рождения (уничто-
жения) электронов, удовлетворяющий фермионным ком-
мутационным соотношениям

aξaξ ′ + aξ ′aξ = a+
ξ a+

ξ ′ + a+
ξ ′a

+
ξ = 0,

aξ ′a
+
ξ + a+

ξ aξ ′ = δξξ ′, (5)

N — знак нормального произведения, 〈η|η′〉 — интег-
рал перекрывания орбиталей. Отметим, что разложение
выражения (2) в ряд с точностью до квадратов инте-
гралов перекрывания дает все операторы, полученные
в [10,11]. Если положить в (1) H = I (где I — единич-
ный оператор), получим интеграл перекрывания между
детерминантами 8{ξ}; тогда выражение (2) может быть
представлено в виде [17]

I8 = N

{
exp

[ ∑
η 6=η′

a+
η aη′〈η|η′〉

]}
= exp(Q), (6)

Q =
∑

a+
η aη′

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

〈
η|Sn|η′〉, (7)

где 〈ξ |S|ξ ′〉 ≡ 〈ξ |ξ ′〉 — матричные элементы матрицы
перекрывания S одноэлектронных орбиталей. Систему
ортонормированных многоэлектронных функций 9{η}
построим следующим образом:

9{η} =
∑
{ξ}

8{ξ}

〈
{ξ}

∣∣∣∣exp
(
−1
2

Q

)∣∣∣∣ {η}
〉
, (8)

или в матричном виде

9 = 8× exp

(
−1
2

Q

)
, (9)

где 9 и 8 — однострочные матрицы.

Тогда, согласно (1) и (8), матричный элемент про-
извольного оператора на функциях 9{η} может быть
вычислен по формулам

〈
9{η}|H|9{η′}

〉
=

〈
{η}

∣∣∣∣exp
(
−1
2

Q

)

× H8 × exp

(
−1
2

Q

)∣∣∣∣{η′}
〉
. (10)

С учетом коммутационных соотношений (5) выраже-
ние (2) может быть представлено в виде

H8 = N

{
exp

[ ∑
η 6=η′

a+
η aη′〈η|η′〉

]
H

}
= exp(Q) × H̃, (11)

H̃ =
∑

a+
ξ aξ ′

〈
ξ |h̃|ξ ′〉

+
1
2

∑
a+
ξ a+

η aη′aξ ′
〈
ξη|g̃|ξ ′η′〉, (12)

〈
ξ |h̃|ξ ′〉 =

∑ 〈
ξ
∣∣(I + S)−1

∣∣θ〉〈θ|h|ξ ′〉, (13)

〈
ξη|g̃|ξ ′η′〉 =

∑ 〈
ξ
∣∣(I + S)−1

∣∣θ〉

× 〈
η
∣∣(I + S)−1

∣∣ζ 〉〈
θζ |g|ξ ′η′〉, (14)

где 〈ξ |(I + S)−1|θ〉 — матричный элемент матрицы,
обратной матрице (I + S).
Подставляя (11) в (10), получим

〈
9{η}|H|9{η′}

〉
=

〈{η}|H9|{η′}
〉
, (15)

H9 = exp

(
1
2

Q

)
× H̃ × exp

(
−1
2

Q

)
. (16)

Поскольку, согласно (10), оператор H9 эрмитов,
(16) можно записать как

H9 = H+
9 = exp

(
−1
2

Q

)
× H̃ × exp

(
1
2

Q

)
. (17)

Разлагая (16) и (17) в ряд по коммутаторам и объеди-
няя их, для произвольного оператора H в базисе 9{η}
можно получить выражение в виде ряда

H9 =
∞∑

n=0

cn

[
Q, H̃ + H̃+](2n)

, (18)

где

[
Q, H̃+H̃+](0) = H̃+H̃+,

[
Q, H̃+H̃+](1) =

[
Q, H̃+H̃+]

,

[
Q, H̃ + H̃+](2)

=
[
Q, [Q, H̃ + H̃+]

]
, . . . ,

и первые пять членов, которые дают разложение с
точностью до восьмой степени интегралов перекрыва-
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ния одноэлектронных орбиталей, имеют коэффициенты,
равные

c0 =
1
2
, c1 = − 1

23 · 2! ≈ −0.0625,

c2 =
5

25 · 4! ≈ 0.00651, c3 = − 61
27 · 6! ≈ −0.000661,

c4 =
5 · 277
29 · 8! ≈ 0.0000671.

Система ортонормированных многоэлектронных
функций, которую практически всегда используют при
решении спектроскопических задач в твердом теле
методом конфигурационного взаимодействия, имеет
вид [18]

9 = 8× (I + P)−
1
2

= 8×
(

I − 1
2

P +
3
8

P2 − 5
16

P3 + . . .

)
, (19)

где матричные элементы матрицы P в обозначени-
ях данной работы имеют вид P{ξ},{ξ ′} = 〈8{ξ}|8{ξ ′}〉,
т. е. интегралов перекрывания многоэлектронных функ-
ций 8{ξ}. Вычисление таких интегралов, как упомина-
лось выше, всегда проводится с точностью до квадратов
интегралов перекрывания одноэлектронных орбиталей.
В выражении (18) для решения проблемы неортого-
нальности необходимо вычисление матричных элемен-
тов от функций, аргументом которых является матрица
перекрывания одноэлектронных орбиталей. Вычисление
таких функций в настоящее время представляет собой
вполне разрешимую задачу, после решения которой
сходимость ряда (18) в терминах матричных элементов
от этих функций значительно лучше сходимости рядов,
вычисленных на функциях (19).

2. Оценка амплитуды перехода

Виртуальные процессы переноса заряда обычно об-
суждаются в терминах параметров ковалентности γ ,
которые, согласно [3], определяются как

γ = −〈ϕ|h|χ〉 − 〈ϕ|χ|〉〈χ|h|χ〉∣∣1ϕχ

∣∣ , (20)

где |ϕ〉 — орбиталь центрального иона, |χ〉 — лигандная
орбиталь, |1ϕχ | — разность энергий возбужденного и
основного состояний, которая может быть оценена из
энергий ионизаций (см., например, [19]). В то же время
стоящая в числителе (20) величина во всех работах
является параметром. Определим величину γ̃ как

γ̃ = −
〈9{ξ}|H|9{ξ ′}〉∣∣1{ξ},{ξ ′}

∣∣ , (21)

где |9{ξ ′}〉 — основное состояние системы, |9{ξ}〉 —
возбужденное состояние, которое получается из основ-

ного переходом электрона с лиганда на центральный
ион. Если в операторе H , входящем в (21), ограничиться
только одночастичными членами, пропорциональными
перекрыванию центральный ион–лиганд, то между (21)
и (20) можно установить приближенное соотношение

γ̃ ≈ γ +
1
2

s, (22)

где s — интеграл перекрывания одноэлектронных орби-
талей, соответствующих переходу электрона.

Вычислим далее амплитуду перехода электрона с
|2s〉-орбитали лиганда на |4 f 0〉-орбиталь иона Yb3+

в KMgF3 с точностью, линейной по перекрыванию
металл–лиганд. Подход, развитый в предыдущем раз-
деле, согласно (18), сводит эту задачу к вычислению
матричных элементов одночастичных и двухчастичных
операторов в представлении вторичного квантования
между состояниями, отличающимися квантовыми числа-
ми одной орбитали. Отсюда сразу получим, что амплиту-
да перехода 〈9{ξ}|H|9{ξ ′} с указанной выше точностью
равна

〈9{ξ}|H|9{ξ ′} =
1
2

{〈
4 f 0

∣∣(I + S)−1
∣∣2s

〉[
εYb

2+

HF + εF
−

HF

+
〈
4 f 0

∣∣hM∣∣4 f 0
〉

+
〈
2s|hM|2s

〉 −
〈
2s

∣∣∣ 1
|R̄a − r̄|

∣∣∣2s
〉]

+
[〈
4 f 0

∣∣(I + S)−1
∣∣4 f 0

〉
+

〈
2s

∣∣(I + S)−1
∣∣2s

〉]

×
[〈
4 f 0

∣∣hk

∣∣2s
〉

+
〈
4 f 0|hM|2s

〉 −
〈
4 f 0

∣∣∣ Z′
a + 1

|R̄a − r̄|
∣∣∣2s

〉

+
∑
ξ∈{a}

〈4 f 0, ξ |g|2s, ξ〉 −
〈
4 f 0

∣∣∣ Z′
b

|R̄b − r̄|
∣∣∣2s

〉

+
∑
ξ∈{b}

〈4 f 0, ξ |g|2s, ξ〉 −
∑

ξ∈{a,b}
〈4 f 0, ξ |g|ξ, 2s〉

]}
, (23)

где εYb
2+

HF — энергия Хартри–Фока орбитали редкозе-
мельного иона |4 f 0〉, а εF

−
HF — орбитали лиганда |2s〉,

hk — оператор кинетической энергии, hM — энергия
Маделунга, Z′

a, Z′
b — числа электронов редкоземельного

иона и лиганда в основном состоянии соответственно,
g — оператор кулоновского взаимодействия электронов,
{a}, {b} — множества орбиталей редкоземельного иона
и лиганда, R̄a, R̄b — радиус-векторы ядер центрального
иона и лиганда.
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Приведем далее численные значения входящих в (23) величин (в a. u.)
〈
4 f 0

∣∣(I + S)−1
∣∣2s

〉
= −0.007891, εYb

2+

HF = −1.203 [20],

εF
−

HF = −1.074 [21],
〈
4 f 0|hM|4 f 0

〉
= 0.7442,

〈
2s|hM|2s

〉
= −0.3887,

〈
2s

∣∣∣ 1
|R̄a−r̄|

∣∣∣2s
〉
= 0.2405,

〈
4 f 0

∣∣∣ 1
|R̄b−r̄|

∣∣∣2s
〉
= 0.006175,

〈
4 f 0, 2s|g|2s, 2s

〉
= 0.005696,

〈
4 f 0|hk|2s

〉
= −0.001151,

〈
4 f 0|hM|2s

〉
= 0.00052,

〈
4 f 0, 2p0|g|2s, 2p0

〉
= 0.0054398,

〈
4 f 0, 2p1|g|2s, 2p1

〉
= 0.005182,

〈
4 f 0

∣∣∣ 1
|R̄a−r̄|

∣∣∣2s
〉
= 0.0037184,

〈
4 f 0, 5s|g|2s, 5s

〉
= 0.003581,

〈
4 f 0, 5p0|g|2s, 5p0

〉
= 0.0042672,

〈
4 f 0, 5p1|g|2s, 5p1

〉
= 0.0031746,

〈
4 f 0, 4 f 0|g|2s, 4 f 0

〉
= 0.004031,

〈
4 f 0, 4 f 1|g|2s, 4 f 1

〉
= 0.0038957,

〈
4 f 0, 4 f 2|g|2s, 4 f 2

〉
= 0.0036116,

〈
4 f 0, 4 f 3|g|2s, 4 f 3

〉
= 0.0033773,

〈
4 f 0, 4d0|g|2s, 4d0

〉
= 0.0039504,

〈
4 f 0, 4d1|g|2s, 4d1

〉
= 0.0037733,

〈
4 f 0, 4d2|g|2s, 4d2

〉
= 0.0034723,

〈
4 f 0, 4p0|g|2s, 4p0

〉
= 0.0040373,

〈
4 f 0, 4p1|g|2s, 4p1

〉
= 0.0035423,

〈
4 f 0, 4s|g|2s, 4s

〉
= 0.0037081.

Вычисления проводились на волновых функциях [21].
Как видно из приведенных численных значений, все
суммы имеют вид

∑
ml ms

[〈
4 f 0, nlmlms|g|2s, nlmlms

〉

−
〈
4 f 0

∣∣∣ 1
|R̄nlml ms

− r̄|
∣∣∣2s

〉]
≤ 0. (24)

Здесь R̄nlml ms
— радиус-вектор ядра иона, которому соот-

ветствует орбиталь |nlmlms〉. Уже для 4s-оболочки про-
исходит почти полная компенсация в выражении (24), и
поэтому более глубокие оболочки можно не рассматри-
вать. Взаимодействие перекрывание–ядро всегда больше,
чем взаимодействие перекрывание–оболочка. Подстав-
ляя приведенные численные значения в (23), получим
для амплитуды перехода значение, равное (в a. u.)〈{. . . , 4 f 0, . . .}|H9|{. . . , 2s, . . .}〉 = −0.01056. (25)

Если использовать связь между величинами γ̃ и γ ,
определяемую выражением (22) и значением энер-
гии переноса |14 f 0,2s| = 1 a. u. [6], получим величину
γs = 0.007. Величина γs, используемая при интерпре-
тации экспериментальных данных как подгоночный па-
раметр, обычно имеет значение γs ≈ 0.01, т. е. до-
статочно хорошо согласуется с вычисленным в пер-
вом приближении значением, определяемым выражени-
ем (23). В данной работе все вычисления, связанные с

неортогональностью орбиталей, относились к паре цент-
ральный ион–лиганд. Поэтому естественно в дальней-
шем рассмотреть кластер, состоящий из парамагнитного
иона и его ближайшего окружения, так как влияние
перекрывания лиганд–лиганд может быть заметным [22]
и, следовательно, матрица

〈
ξ |(I + S)−1|〉 должна быть

определена на орбиталях всего кластера. Кроме того,
очевидно, что для подтверждения модели, предложен-
ной в [6], необходимо оценить значения параметров
ковалентности γ4 f σ , γ4 f π , γ5ds, γ5dσ , γ5dπ из первых
принципов, что будет сделано в дальнейшем.
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