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1. Однодоменные ферромагнитные частицы харак-
теризуются внутренним анизотропным потенциалом с
несколькими минимумами, разделенными барьерами. Ес-
ли размеры частиц малы (∼ 10 nm), то барьеры отно-
сительно низкие. В этом случае вектор намагниченно-
сти M(t) может переориентироваться через барьеры из-
за тепловых флуктуаций. Тепловая нестабильность на-
магниченности обусловливает явление суперпарамагне-
тизма [1], поскольку каждая частица ведет себя как пара-
магнитный атом с магнитным моментом ∼ 104−105 маг-
нетонов Бора. В силу большого магнитного дипольного
момента энергия зеемановского взаимодействия даже в
умеренных внешних полях H0 может быть сравнима с
тепловой энергией kT. Это означает, что при анализе
релаксации намагниченности в переменных внешних
полях необходимо учитывать нелинейные эффекты [2–4].
До недавнего времени была достаточно хорошо развита
только теория линейного отклика суперпарамагнитных
частиц в слабых магнитных полях. Ввиду сложности
задачи теория нелинейного отклика была разработана
существенно слабее, в основном с использованием тео-
рии возмущений (см., например, [5–8]). Определенный
прогресс в исследовании нелинейных эффектов был
достигнут в [9–11]: в [9,10] рассматривалась кинетика
частиц с одноосной анизотропией в сильных переменных
полях, а в [11] исследовался нелинейный отклик таких
частиц на мгновенные изменения сильного внешнего
постоянного магнитного поля. Целью данной работы
является распространение результатов [11] на случай
частиц с кубической анизотропией, т. е. исследование
кинетики намагниченности при мгновенном изменении
как напряженности, так и направления сильного посто-
янного внешнего магнитного поля.
2. Пусть внешнее постоянное магнитное поле мгно-

венно изменяется в момент времени t = 0 с HI на HII.
Рассмотрим релаксацию вектора намагниченности M(t)
системы невзаимодействующих суперпарамагнитных ча-

стиц из равновесного состояния I (соответствующего по-
лю HI) с функцией распределения WI (t 6 0) в равновес-
ное состояние II (соответствующее полю HII) функцией
распределения WII (t → ∞). Динамика проекции Mr век-
тора намагниченности M(t) на произвольное направле-
ние, определяемое единичным вектором r = (νX, νY, νZ),
описывается нормированной релаксационной функцией

f (t)II =
〈Mr 〉(t) − 〈Mr 〉II
〈Mr 〉I − 〈Mr 〉II . (1)

Угловые скобки с индексами I и II обозначают усред-
нение по равновесным функциям распределения WI

и WII, а угловые скобки без индекса – усреднение по
реализациям случайной величины Mr (t). Данная задача
является существенно нелинейной, так как амплитуда
изменения внешнего магнитного поля предполагается
произвольной.
При рассмотрении релаксационных процессов в систе-

мах суперпарамагнитных частиц, как правило, исполь-
зуется диффузионное приближение Брауна [2]. Приме-
нительно к сформулированной выше задаче нелинейный
отклик системы в рамках диффузионного приближения
описывается уравнением Фоккера–Планка для плотно-
сти вероятности распределения W(M, t) намагниченно-
сти [2]

2τN
∂

∂t
W = 1W + β

[
α−1u(∇VII ×∇W) + ∇(W∇VII)

]
,

t > 0, (2)

с начальным условием W(M, 0) = WI. Здесь 1 и ∇ —
операторы Лапласа и градиента на поверхности единич-
ной сферы, τN = βMs(1 + α2)/(2γα) — характеристи-
ческое (диффузионное) время, β = v/kT, v — объем
частицы, Ms — намагниченность материала частицы,
γ — гиромагнитное отношение, α = γηMs и η — со-
ответственно безразмерный и размерный коэффициенты
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диссипации, характеризующие интенсивность тепловых
флуктуаций намагниченности, u — единичный вектор
вдоль вектора намагниченности M(t), VII — плотность
свободной эрегии частицы в состоянии II, которая для
частиц с кубической анизотропией имеет вид [12]

βVII = σ (sin4 θ sin2 2ϕ + sin2 2θ) − ξII cos θ. (3)

Здесь θ и ϕ — полярный и азимутальный углы соответ-
ственно, σ и ξII = βMsHII — безразмерные константа
анизотропии и параметр поля. Уравнение Фоккера–
Планка (2) выводится из уравнения Гильберта [2] с
флуктуирующим полем, которое учитывает тепловые
флуктуации намагниченности индивидуальной частицы,
что в свою очередь определяет релаксацию. Динамика
вектора намагниченности M(t) частицы уподобляется
безынерционному броуновскому вращению молекулы
в жидкости, которое описывается аналогичным урав-
нением Фоккера–Планка (уравнением Смолуховского)
с тем лишь отличием, что отсутствует член ∼ α−1,
обусловливающий прецессию вектора намагниченности
(ввиду различной природы взаимодействия электриче-
ского и магнитного полей соответственно с электри-
ческим диполем молекулы и вектором намагниченно-
сти суперпарамагнитной частицы). Обсуждение области
применимости уравнений Гильберта и Фоккера–Планка
можно найти, например, в [2,13].
Уравнение Фоккера–Планка (2) может быть формаль-

но решено [14] путем разложения функции распределе-
ния W в ряд по сферическим гармоникам Yl ,m(θ, ϕ) [15].
При таком подходе задача сводится к решению бес-
конечной системы рекуррентных уравнений для усред-
ненных сферических гармоник (моментов) [16,17]. Эту
систему уравнений можно также получить путем усред-
нения уравнения Гильберта без использования урав-
нения Фоккера–Планка [16,17]. В обоих случаях ре-
зультирующее уравнение для релаксационный функций
cl ,m(t) = 〈Yl ,m〉(t) − 〈Yl ,m〉II имеет вид [11]

d
dt

cl ,m(t) =
∑

l ′

∑
s

dl ′,m±s,l ,m cl ′,m±s(t) (4)

с начальными условиями cl ,m(0) = 〈Yl ,m〉I−〈Yl ,m〉II. Коэф-
фициенты dl ′,m′,l ,m для случая кубической анизотропии
приведены, например, в [12,18,19].
Рекуррентное уравнение (4) для нелинейного отклика

имеет ту же структуру, что и в случае линейного
отклика [12]. Поэтому оно может быть решено тем
же методом матричных непрерывных дробей, который
использовался в [12], т. е. выражение (4) можно преобра-
зовать в трехчленное векторное рекуррентное уравнение
вида

τN
d
dt

Cn(t) = Q−
n Cn−1(t) + QnCn(t) + Q+

n Cn+1(t),

n = 1, 2, 3, . . . , (5)

где матрицы Qn,Q+
n ,Q

−
n определены в [12], а векторы

Cn(t) =




c4n(t)
c4n−1(t)
c4n−2(t)
c4n−3(t)




(за исключением C0(t) = 0) состоят из четырех подвек-
торов

c4n−i (t) =




c4n−i ,−4(n−1+δi0)(t)
c4n−i ,−4(n−2+δi0)(t)

...

c4n−i ,4(n−1+|deltai0)(t)


 , i > 1.

Согласно [20], с помощью одностороннего преобразова-
ния Фурье решение уравнения (5) может быть выражено
через матричные непрерывные дроби

C̃1(ω) =

∞∫
0

C1(t) e−iωtdt = τN11(ω)

×
{
C1(0) +

∞∑
n=2

( n∏
k=2

Q+
k−11k(ω)

)
Cn(0)

}
, (6)

где матричная непрерывная дробь 1n(ω) определяется
как

1n(ω) =

I

iωτNI−Qn−Q+
n

I

iωτNI−Qn+1−Q+
n+1

I

iωτNI−Qn+2
. . .

Q−
n+2

Q−
n+1

.

f̃ (ω)

=

√
2νZc1,0(ω)+(νX + iνY)c̃1,−1(ω)− (νX − iνY)c̃1,1(ω)√
2νZc1,0(0) + (νX + iνY)c1,−1(0) − (νX − iνY)c1,1(0)

,

(7)
а также интегральное время релаксации

τ =

∞∫
0

f (t)dt = f̃ (0) (8)

3. Далее для простоты ограничимся случаем, когда
внешнее поле направлено вдоль оси Z лабораторной
системы координат. В этом случае νX = νY = 0, νZ = 1
и анализ существенно упрощается, так как отклик
обусловлен только поведением c1,0(t). Функция c1,0(t)
является элементом вектора C1(t) в (6); ее можно
определить через собственные значения λk оператора
Фоккера–Планка как [14]

c1,0(t) =
∑

k

ck e−λkt .
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Соответственное время релаксации (8) можно опреде-
лить в виде

τ =

∑
k

ck/λk∑
k

ck
. (9)

В общем случае рассчитать τ из (9) затруднительно,
так как требуется знание всех λk и весовых коэффи-
циентов ck. В используемом нами подходе [11] τ вы-
числяется из (8) с помощью матричных непрерывных
дробей, а λk и ck не используются. Однако, как было
показано на многих примерах, оба подхода приводят
к одинаковым результатам для c1,0(t) и τ (см., напри-
мер, [4,20]). Что касается физической интерпретации,
то использование собственных значений весьма удобно,
так как каждому собственному значению λk соответ-
ствует определенная частота (мода), характеризующая
динамику вектора намагниченности. Во многих случаях
время релаксации τ определяется самой медленной
низкочастотной модой, соответствующей наименьшему
собственному значению λ1 и характеризующей переходы
вектора намагниченности через потенциальный берьер
из одного равновесного состояния в другое. Поведение τ
и λ−1

1 часто подобно, но при определенных условиях,
как, например, в рассматриваемом случае, может суще-
ственно различаться [20,21].
4. Расчеты показали, что нелинейный отклик частиц с

кубической анизотропией зависит от параметра диссипа-
ции α, что обусловлено взаимодействием продольных и
поперечных (прецессионных) мод. Однако качественно
эта зависимость аналогична случаю линейного отклика,
которыйы детально исследован в [12]. Оценки α дают
значения ∼ 0.01−0.1. В данной работе для определенно-
сти расчеты были проведены при α = 0.1. Зависимость
времени релаксации τ от σ и h = hII = hI/2 при мгно-
венном уменьшении напряженности внешнего сильного

Рис. 1. Зависимость ln(τ /τN) от σ (σ < 0) и h = hII = hI/2
при мгновенном уменьшении напряженности внешнего поля
в 2 раза.

Рис. 2. Зависимость ln(τ /τN) от σ (σ > 0) и h = hII = hI/2
при мгновенном уменьшении напряженности внешнего поля
в 2 раза

Рис. 3. Зависимость ln(τ /τN) от σ (σ < 0) и h = hII = −hI

при мгновенном изменении направления внешнего поля на
противоположное.

поля в 2 раза показана на рис. 1 для σ < 0 и рис. 2
для σ > 0. Зависимость τ от σ и h = hII = −hI при
мгновенном изменении направления поля на противо-
положное приведена на рис. 3 для σ < 0. Из этих
результатов видно, что при малых значениях h зависи-
мость τ от параметра σ имеет активационный характер,
т. е. наблюдается экспоненциальное возрастание времени
релаксации τ с ростом потенциального барьера между
устойчивыми состояниями свободной энергии частицы,
характеризуемого параметром σ . Однако при дальней-
шем увеличении h время τ начинает уменьшаться с
ростом σ . Другими словами, при значениях парамет-
ра h, бо́льших некоторого критического значения hc,
зависимость интегрального времени релаксации τ от ве-
личины потенциального барьера теряет активационный
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Рис. 4. Зависимость ln (| f̃ |/τN) от lg (ωτN) при мгновенном
включении сильного постоянного магнитного поля (hI = 0,
hII = 0.3) для σ = 5 (1), 10 (2) и 20 (3).

характер. Этот эффект, являющийся общим свойством
переходов броуновских частиц через потенциальный
барьер между двумя устойчивыми состояниями равно-
весия в сильном внешнем постоянном поле [21,23],
обусловлен обеднением населенности верхнего состо-
яния. Как следствие переходы через потенциальный
барьер из верхнего состояния в нижнее больше не
определяют время релаксации; основной вклад вносят
высокочастотные „внутриямные“ (intrawell) моды в ниж-
нем устойчивом состоянии. В случае линейного отклика
суперпарамагнетиков эффект детального исследования
как для одноосных частиц [4,21], так и для частиц с
кубической анизотропией [12].
Спектр модуля релаксационной функции | f̃ | в случае

мгновенного включения сильного поля (hI = 0, hII = h)
представлен на рис. 4 для σ > 0. При этом в спектре | f̃ |
наблюдаются две полосы. Частота и полуширина низ-
кочастотной полосы определяются обратным значением
среднего времени жизни намагниченности в верхнем
устойчивом состоянии (λ−1

1 ). Высокочастотная полоса
обусловлена „внутриямными“ модами, характеризующи-
ми высокочастотную динамику вектора намагниченно-
сти в локальных состояниях временного равновесия.
Как и в случае линейного отклика [12], при умень-
шении величины параметра диссипации (α 6 0.01) в
спектре нелинейной релаксационной функции начинает
проявляться полоса на прецессионной частоте векто-
ра намагниченности; характеристическая частота этой
полосы соответсвует частоте прецессии вектора M и
увеличивается с уменьшением α как α−1.
Используемый подход позволяет также рассчитывать

характеристики линейного отклика системы суперпара-
магнитных частиц с кубической анизотропией на малые
мгновенные изменения величины постоянного поля HI.
В данном случае (hII = hI − ε при ε → 0) функция ре-

лаксации f (t) совпадает с нормализованной продольной
равновесной корреляционной функцией намагниченно-
сти C‖(t) в состоянии I:

f (t) = C‖(t) =
〈cos θ(0) cos θ(t)〉I − 〈cos θ(0)〉2I

〈cos2 θ(0)〉I − 〈cos θ(0)〉2I
. (10)

Таким образом, в соответствии с теорией линейной
реакции можно рассчитать продольную линейную вос-
приимчивость

χ‖(ω) ∝ C‖(0) − iω

∞∫
0

C‖(t) e−iωtdt. (11)

Следует заметить, что как и в случае одноосных ча-
стиц [11], значение интегрального времени релаксации
в случае нелинейного отклика из состояния I в II мо-
жет существенно отличаться от интегрального времени
релаксации линейного отклика в состояниях I и II.

Авторы благодарны В.Т. Коффи (Тринити Колледж,
Дублин) за замечания и предложения.
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