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Исследованы особенности магнетопоглощения света частоты �, близкой к ширине запрещенной зоны,
в размерно-ограниченных системах в присутствии ИК лазерного излучения. Показано, что если частота
лазерного излучения равна циклотронной частоте, форма линии магнетопоглощения может полностью
определяться интенсивностью ИК излучения. Указывается на существенное изменение частотной зависи-
мости межзонного поглощения слабой электромагнитной волны, в параболических квантовых ямах, когда
частота лазерной подсветки равна частоте размерного квантования, а вектор поляризации параллелен оси
пространственного квантования.

1. Рассмотрим размерно-квантованную систему в
квантующем магнитном поле H , направленном вдоль
оси пространственного квантования OZ. В этом случае
энергия электрона (дырки) в квантовой яме (КЯ) полно-
стью квантована. Частотная зависимость коэффициента
поглощения света между дырочными и электронными
состояниями (в отсутствие магнитного поля — это
межзонный переход) описывается набором пиков с по-
лушириной, определяемой взаимодействием носителей
с колебаниями решетки [1]. В настоящее время созда-
ются совершенные размерно-ограниченные структуры
с малым числом неоднородностей решетки и примесей.
Именно с этим связано как наличие высокоподвижных
носителей ≥ 105 cm2/V·s при низких температурах [2,3],
так и узость пиков люминесценции (∼ 3meV [4]).
В дальнейшем рассмотрим сильные магнитные поля,
когда кулоновское взаимодействие электрона с дыркой
мало по сравнению с расстоянием между уровнями
магнитного квантования и экситонными эффектами при
исследовании коэффициента поглощения света можно
пренебречь. Подробное обсуждение и критерии тако-
го приближения приведены в [5]. При возбуждении
электрон-дырочной пары светом квазиимпульс экситона
равен импульсу поглощаемой электромагнитной волны
и очень мал [6], поэтому экситонными зонами, возникаю-
щими в квазидвумерных системах в сильном магнитном
поле [7], будем пренебрегать.
Заметное влияние ИК лазерного излучения частоты ω

на коэффициент поглощения слабого света возникает,
если ω равна циклотронной частоте ωc (магнитоинфра-
красный резонанс — МИКР). В этом случае резонансное
лазерное излучение оказывается причиной нестационар-
ности электронных состояний и, следовательно, может
определять форму пиков поглощения слабой электро-
магнитной волны.
Поскольку в дальнейшем рассматривается резонанс-

ный случай ω ∼ ωc = eH/mcc (mc(v) — эффективная
масса электрона (дырки)), для простоты взаимодей-
ствием лазерного излучения с дырками пренебрегаем

(ω 6= ωv = eH/mvc). Предполагаем, что интенсив-
ность лазерного излучения невелика, поэтому не будем
учитывать многофотонные переходы между полностью
квантованными состояниями дырок и дискретными со-
стояниями электронов.
2. Гамильтониан исследуемой системы в указанных

приближениях записывается в виде

H = H0 + W,

H0 =
∑
α

Ec
αa+

α aα +
∑
α

Ev
α ã+

α ãα + ~ωb+b,

W =
∑
α

Vαβa+
α aβ(b

+ + b). (1)

Здесь a+
α (aα), ã+

α (ãα), b+(b) — операторы рождения
(уничтожения) электронов, дырок и фотонов соответ-
ственно; α (N, n, kx) — набор квантовых чисел, характе-
ризующих состояние носителя в размерно-ограниченной
системе в квантующем магнитном поле, N — номер
уровня Ландау, n — номер уровня размерного кванто-
вания, kx — проекция квазиимпульса электрона.
Для прямоугольных КЯ толщиной a

Ec
α = ~ωc

(
N +

1
2

)
+ εcn2, εc =

~
2π2

2mca2
,

Ev
α = ~ωv

(
N +

1
2

)
+ εvn2, εv =

~
2π2

2mva2
, (2)

Vαβ — матричный элемент оператора электрон-
фотонного взаимодействия на волновых функциях элек-
трона в КЯ в продольном магнитном поле,

Vαβ = idδkx,k′
x
δn,n′

(√
NδN,N1+1 −

√
N + 1δN,N1−1

)
,

d = e~

[
πωc

Vε0mcω

]1/2

, (3)

где ε0 — диэлектрическая постоянная, V — объем
исследуемой системы.
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При записи (3) предполагалось, что электрическое
поле линейно-поляризованного лазерного излучения на-
правлено вдоль оси OY, т. е. лазерное излучение па-
дает нормально поверхности размерно-ограниченной
системы.
Согласно Кубо [8], коэффициент поглощения слабого

света K(�) определяется через корреляционную функ-
цию дипольных моментов. В рассматриваемых прибли-
жениях можно записать

K(�) =
2πe2|Pcve0|2
Vm2

0c
√
ε0~�

×
∑
α

∞∫
−∞

dt exp {it [�− (Ev
α + εg) /~]} 〈aα(t)a+

α 〉. (4)

Здесь Pcv — матричный элемент импульса на блохов-
ских функциях, εg — ширина запрещенной зоны, m0 —
масса свободного электрона, e0 — вектор поляризации
поглощаемой электромагнитной волны, c — скорость
света.

aα(t) = exp

{
it
~

H

}
aα exp

{
− it

~
H

}
. (5)

Усреднение в (4) выполняется с матрицей плотности
электрон-фотонной системы. Оператор

ξα(t) = exp

{
it
~

Ec
α

}
aα(t) (6)

согласно (5) удовлетворяет уравнению движения

ξ̇Nnkx (t) =
d
~

∑
N1

[√
NδN,N1+1 −

√
N + 1δN,N1−1

]

× (b exp{−iωt} + b+ exp{iωt})
× exp{itωc(N − N1)}ξN1nkx (t). (7)

При выводе (7) пренебрегалось влиянием носителей
на фотонный спектр, т. е.

exp

{
it
~

H

}
(b + b+) exp

{
− it

~
H

}

≈ b exp{−iωt} + b+ exp{−ωt}.
Это приближение является вполне естественным, так

как поправки, вносимые в фотонный спектр, малы по
обратному объему размерно-ограниченной системы.
Для дальнейших расчетов удобно ввести операторы

соотношением

aN =
√

N + 1l (N)
1 , a+

N =
√

Nl(N)
−1 , (8)

где операторы l (N)
m определяются следующим образом:

l (N)
m f (N) = f (N + m), (9)

f (N) — есть произвольная функция от N-квантовых
чисел Ландау.

Естественно, что

l (N)
m l (N)

−m = Î , (10)

Î — единичный оператор. Если воспользоваться соотно-
шениями (8) и (10), легко показать, что |aN1a

+
N2
| = δN1N2 ,

и операторы a+
N , aN могут рассматриваться как Бозе-

операторы.
Решение уравнения (7) ищем в резонансном при-

ближении |ω − ωc| = |ε| � ωc . Если пренебречь
нерезонансными членами (обоснование этого приближе-
ния и соответствующие критерии можно найти в [9]),
уравнение (7) принимает вид

ξ̇α(t) =
d
~

(
a+

Nb exp(−i εt) − aNb+ exp(i εt)
)
ξα(t), (11)

где ε = ω − ωc и |ε| � ωc .
Решение уравнения (11) с начальным условием

ξα(0) = aα(0) имеет вид

ξα(t) = exp{−itεa+
NaN}

× exp

{
it

[
εa+

NaN +
id
~

(
aNb+ − a+

Nb
)]}

ξα(0). (12)

Если подставить (12) в (6), можно определить aα(t)
и, следовательно, согласно (4), искомое выражение для
коэффициента поглощения света (для невырожденных
полупроводниковых систем 〈aαa+

α 〉 = 1 − nα ≈ 1)
определяется соотношением

K(�) = K0

∑
Nn

∞∫
−∞

dt

2π∫
0

dϕ

∞∫
0

rdrP(r )

× exp{it [�− (E∗
α + εg)/~]} exp{−i εa+

NaNt}

× exp

{
it

[
εa+

NaN +
id
~

r (aNeiϕ − a+
Ne−iϕ)

]}
. (13)

Здесь обозначено

K0 =
2πe2|Pcve0|2

am2
0c
√
ε0~�R2

,

E∗
α = ~ω∗

c

(
N +

1
2

)
+

π2
~
2n2

2µa2
, ~ω∗

c =
~eH
µc

,

µ−1 = m−1
c + m−1

m , R2 =
c~

eH
.

Усреднение по системе свободного фотонного поля
проводилось обычным способом [10,11]; в усреднен-
ном операторном выражении оператор b заменялся на
z = re−iϕ , а b+ — на z∗ = reiϕ и подынтегральная функ-
ция интегрировалась по d2z на комплексной плоскости
с весовой функцией P(r ).
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Если использовать алгебру Бозе-операторов для
a+

N, aN [12], то

exp{−i εa+
NaNt}

× exp

{
it

[
εa+

NaN +
id
~

r (aNeiϕ − a+
Ne−iϕ)

]}

= exp{C(t)a+
N} exp{−C∗(t)aN} exp{A(t)}; (14)

C(t) = − ird
~ε

e−iϕ[exp(itε) − 1],

A(t) =
ir 2d2

~2ε

{
t +

exp(−i εt) − 1
i ε

}
.

Из определения и свойств операторов a+
N, aN (8), (9)

легко показать, что

exp
(
C(t)a+

N

)
exp

(−C∗(t)aN

)
=

N∑
m=0

∞∑
m1

(C(t))m (−C∗(t))m1

m!m1!(N − m)!

× [N!(N + m− m1)!]1/2l
(N)
m1−m. (15)

Для стабильно генерирующего лазерного излучения

P(r ) =
1

2πN0
δ
(

r −
√

N0

)
,

где N0 — среднее число фотонов в моде.
Соотношение (13) для коэффициента поглощения све-

та с учетом (15) принимает окончательный вид

K(�) = K0

∑
Nn

∞∫
−∞

dt exp

{
it
~

[~�− (E∗
α + εg)]

}

× exp{i ζ [tε + i (1− exp(−i εt))]}LN

[
4ζ sin2

(εt
2

)]
,

ζ =
e2E2ωc

8~mcω2ε2
, (16)

LN(z) — полинтомы Лаггера.
Заметим, что для параболической КЯ выражение для

коэффициента поглощения слабой электромагнитной
волны аналогично (16), однако E∗

α = ~ω∗
c (N + 1

2 ) +
+~ω∗

0 (n + 1
2 ) и под знаком суммы по n необходимо

записать множитель |Vn|2

Vn =
(λcλv)1/4

2nn!
√
π

∞∫
−∞

dzexp

{
−1
2
(λc + λv)z2

}

× Hn

(√
λcz

)
Hn

(√
λvz

)
,

λi = miω
(i )
0 /~, (i = c, v), ~ω

(i )
0 — шаг размерного кван-

тования для электронов (c) и дырок (v), ω∗
0 = ω

(c)
0 +ω

(v)
0 ,

Hn(z) — полиномы Эрмита.

Рис. 1. Частотная зависимость первого пика магнетопогло-
щения (в относительных единицах). Кривые 1 и 2 получены
соответственно для E = 1500 и 3000V / cm.

Рис. 2. Частотная зависимость второго пика магнетопогло-
щения (в относительных единицах). Кривые 1 и 2 получены
соответственно для E = 1500 и 3000V / cm.

В случае точного резонанса (ε = 0) выражение (16)
принимает вид

K(�) = K0

∑
Nn

∞∫
−∞

dt exp

{
it
~

[~�− (E∗
α + εg)]

}

× exp

{
−γt2

2
LN[γt2]

}
, γ =

e2E2

8mc~ω
. (17)

Как непосредственно следует из (17), в поле резонанс-
ного лазерного излучения (ωc = ω) возникает затухание
гауссовского типа exp(− γt2

2 ), т. е. лазерное излучение
приводит к нестационарности электронных состояний.
После интегрирования по t в (17) получаем

K(�) = K0

√
2π
γ

∑
Nn

1
2nn!

H2
n

[
qnN√
2γ

]
exp

{
−q2

nN

2γ

}
,

qnN =
~�− εg − E∗

α

~
. (18)

Следовательно, частотная зависимость для коэффици-
ента поглощения света, определяемая переходом элек-
трона из нижайшего дырочного состояния (N = 0, n = 0)
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в электронное состояние (N = 0, n = 0), имеет гаус-
совскую форму с полушириной 1 = 2~

√
2γ ln 2. Когда

интенсивность резонансного лазерного излучения уве-
личивается, высота пиков поглощения уменьшается, а
полуширина растет (рис. 1). Если переход происходит
из дырочного состояния (N = 1, n = 0), пик магнетопо-
глощения расщепляется на два пика (рис. 2). При этом
величина расщепления δ равна 2~

√
2γ . При переходе из

дырочного состояния N на N-й уровень Ландау элек-
тронного состояния пик поглощения расщепляется на
N + 1 пиков. Это расщепление соответствует различным
угловым моментам квантовых чисел для электронных
состояний в магнитном поле.
Форма линии поглощения в размерно-ограниченных

системах в продольном магнитном поле определяется
многофононными процессами [1]. При этом полуширина
магнетопоглощения 10 при взаимодействии носителей с
акустическими колебаниями решетки имеет вид

10 = 2
√

k0Ta0 ln 2, a0 =
3(E2

c + E2
v )mcωc

~πρv2a
,

Ec(Ev) — константа деформационного потенциала для
электрона (дырки), ρ — плотность КЯ шириной a, v —
скорость звука в кристалле, T — температура.
Можно найти те значения электрического поля резо-

нансного лазерного излучения Ecr, при которых полуши-
рина линии поглощения, определяемая ИК излучением,
равна полуширине линии, описываемой взаимодействи-
ем носителей с длинноволновыми акустическими коле-
баниями (1 = 10),

E2
cr =

4mcωa0k0T
~e2

.

Для типичных параметров прямоугольной КЯ GaAs–
AlGaAs (Ec = 9 eV, Ev = 7 eV, ρ = 5.4 g / cm3,
v = 2 · 105 cm / s, mc = 0.06m0) при ~ωc = 10−2 eV,
T = 10K, a = 50 Å, Ecr = 103 V / cm. Для парабо-
лической КЯ при указанных выше параметрах и при
a = 1000 Å Ecr = 4 · 102 V / cm.
3. Рассмотрим параболическую КЯ, для которой элек-

трическое поле лазерного излучения направлено парал-
лельно оси пространственного квантования. При такой
конфигурации матричный элемент оператора электрон-
фотонного взаимодействия имеет вид

Vαβ = id0δkx ,kx1
δky,ky1

(√
nδn,n1+1 −

√
n + 1δn,n1−1

)
.

Здесь

d0 = e~

[
πω1

Vε0mcω

]
1/2,

α(n, kx, ky) — квантовые числа, характеризующие со-
стояние электрона в параболической КЯ, n — номер
размерно-квантованного уровня, kx, ky — проекции вол-
нового вектора электрона, ~ω1 — энергия размерного
квантования.

Расчет коэффициента поглощения света, связанного с
переходом из валентной зоны в зону проводимости, про-
водится так же, как это было сделано выше. В результате
в случае точного резонанса (ω = ω1) получаем

K(�) =
2µe2|Pcve0|2
am2

0c
√
ε0~2�

∑
n

|Vn|2F(δn, b),

F(δn, b) =
π

2
+

∞∫
0

dt
sin(δnt)

t
exp

{
−t − bt2

2

}
Ln(bt2). (19)

δn =
~�− Ẽg − n~ω0

~γ0
, b =

γ

γ2
0

,

~ω0 = ~ω1 + ~ω2, Ẽg = εg +
~ω0

2
,

γ0 описывает вероятность рассеяния в единицу времени
электрона в зоне проводимости на колебаниях кристал-
лической решетки, ~ω2 — шаг размерного квантования
в валентной зоне.
В случае рассеяния на акустических фононах в при-

ближении упругого рассеяния, как легко показать,

~γ0 =
k0TE2

1mc

~2ρv2

[
λc

2π

]1/2

,
(
λc =

mcω1

~

)
. (20)

Заметим, что для типичных параметров параболиче-
ской КЯ при T = 10K, ~ω = ~ω1 = 0.01 eV b = 1, если
напряженность электрического поля лазерного излуче-
ния Ecr = 3.7 · 10V / cm. Следовательно, если напря-
женность поля лазерного излучения E � Ecr (b � 1),
частотная зависимость коэффициента межзонного по-
глощения света полностью определяется ИК лазерным
излучением

F(δn, b) =
π

2
+

∞∫
0

dx
sin(qnx)

x

× exp

{
−x2

2

}
Ln(x2), (b � 1), (21)

qn =
3n

~
√
2γ

, 1n = ~�− Ẽg − n~ω0.

Интеграл по x в (21) при данном n вычисляется точно,

F(δ0, b) =
π

2

[
1 + 8

(
10

~
√
2γ

)]
, n = 0, (22)

F(δ1, b) =
π

2

[
1 + 8

(
11

~
√
2γ

)]

− q1

√
π

2
exp

{
−q2

1

2

}
, n = 1,

8(z) — функция вероятности.
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Рис. 3. Частотная зависимость коэффициента межзонного
поглощения света (в относительных единицах) для параболи-
ческих КЯ в резонансном ИК лазерном излучении. Штриховой
линией изображена частотная зависимость коэффициента по-
глощения в отсутствие лазерной подсветки.

На рис. 3 представлена частотная зависимость K(�)
(в относительных единицах), вычисленная по (19) с
учетом (22). Штриховой линией изображена частотная
зависимость межзонного поглощения света в отсутствие
резонансного лазерного излучения, которая имеет ти-
пичную ступенчатую структуру [13,14].
В заключение отметим, что для хаотического источ-

ника лазерного излучения, когда

P(r ) =
1

πN0
exp

{
− r 2

N0

}
,

особенности межзонного поглощения слабой электро-
магнитной волны в присутствии резонансного лазерного
излучения, отмеченные выше, остаются без изменения.
Например, K(�) (согласно (13)) в поле хаотического
лазерного излучения принимает вид

K(�) = K0

∑
N,n

2

√
2
γ

∞∫
0

dτ
cos

(
qNn

√
2
γ
τ
)

(1− τ 2)N

(1 + τ 2)N+1
.

(23)
При N = 0 (переход на нулевой уровень Ландау)

K(�) = K0π

√
2
γ

∑
n

exp

{
−|q0n|

√
2
γ

}
. (24)

При N = 1

K(�) = K0π
2
γ

∑
n

|q1n| exp
{
−|q1n|

√
2
γ

}
. (25)

Как непосредственно следует из (24), (25), полуши-
рина первого пика магнетопоглощения 1 = ~

√
2γ ln 2,

а второй пик магнетопоглощения расщепляется на два
пика, расстояние между которыми равно δ = ~

√
2γ .

Заметим, что 1 и δ в 2 раза меньше, чем для случая
стабильного генерирующего лазерного излучения.
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