
Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 10

Закрепление вихрей на доменной структуре в двухслойной системе
ферромагнетик–сверхпроводник второго рода

© Ю.И. Беспятых, В. Василевский∗, М. Гайдек∗, И.П. Никитин, С.А. Никитов

Институт радиотехники и электроники Российской академии наук,
141120 Фрязино, Московская обл., Россия
∗Технический университет, Радом, Польша

E-mail: svg318@ire216.msk.ru

(Поступила в Редакцию 12 января 2001 г.)

Обсуждается эффективность магнитного пиннинга вихрей в слоистой системе одноосный ферромагнетик–
сверхпроводник второго рода. Показано, что независимо от величины намагниченности насыщения ферромаг-
нетика энергия пиннинга на доменной структуре по порядку величины не превышает энергию искусcтвенного
пиннинга на дефекте типа колонны. Ограничение энергии пиннинга вызвано взаимодействием внешних
вихрей со спонтанной вихревой решеткой, появляющейся в сверхпроводящей пленке при намагниченности
ферромагнитной пленки, превышающей критическую.

Работа выполнена при финансовой поддержке Польского комитета научных исследований и фонда МНТЦ
(грант 1522).

Статические и динамические свойства сверхпроводни-
ков второго рода в значительной степени определяют-
ся наличием вихревой структуры и пиннингом вихрей.
Известно [1,2], что наиболее эффективное закрепление
вихрей на дефектах имеет место в тех случаях, когда
характерный размер дефектов порядка диаметра ядра
вихря, т. е. корреляционной длины ξ , или диаметра поле-
вой части вихря, т. е. лондоновской длины λ. Во многих
сверхпроводящих материалах, в частности, в высокотем-
пературных сверхпроводниках, пиннинг довольно мал,
вследствие чего мал критический ток, и это сильно огра-
ничивает область их практического применения. С це-
лью увеличения критического тока предпринимались
различные способы искусcтвенного закрепления вихрей.
К ним относятся введение в сверхпроводник ферро-
магнитных примесей [3] и декорирование поверхности
сверхпроводящей пленки [4] вплоть до создания в ней
системы дырок микронного размера [5]. В последнее
время активно исследуется пиннинг вихрей на дефектах
типа колонны, получаемых облучением сверхпроводника
тяжелыми ионами [6–8], а также на ферромагнитных
частицах [9–11] и магнитных точках [12–16] на поверх-
ности сверхпроводящей пленки.

Физические механизмы, приводящие к закреплению
вихрей в сверхпроводящих пленках с ферромагнитными
примесями и частицами на поверхности, пока не вполне
выяснены. Хотя авторы работы [3] считают, что за
пиннинг ответственно электромагнитное взаимодействие
спинов примеси с электронами проводимости сверхпро-
водника, нельзя исключить и влияние эффекта близо-
сти. Последний ведет к подавлению сверхпроводящего
параметра порядка и, по-видимому, более эффективен.
В экспериментах со сверхпроводящими пленками, на по-
верхность которых нанесены ферромагнитные частицы
или магнитные точки, наличие буферного слоя между
сверхпроводящим и ферромагнитным материалами так-
же не контролируется. Согласно [17], в случае слабого

внешнего магнитного поля, нормального к поверхности
пленки, магнитные точки являются многодоменными,
причем намагниченность в каждом из доменов парал-
лельна плоскости сверхпроводящей пленки. При подоб-
ном распределении намагниченности магнитная связь
перпендикулярных вихрей с намагниченностью должна
быть мала, и довольно сильный пиннинг, скорее всего,
можно объяснить подавлением сверхпроводящего пара-
метра порядка из-за эффекта близости.

Перечисленные способы искусственного пиннинга
вихрей требуют использования трудоемкой технологии.
Кроме того, магнитные примеси, декорирование поверх-
ности, дырки и облучение тяжелыми ионами нарушают
структуру сверхпроводящей пленки и существенно ухуд-
шают ее транспортные свойства. В настоящей работе
мы оценим эффективность закрепления вихрей полем
магнитных доменов в слоистой системе ”одноосный
ферромагнетик–сверхпроводник второго рода”. Несом-
ненным достоинством такой системы являются простота
ее изготовления и возможность легко контролировать
наличие и толщину изолирующего слоя между магнит-
ным и сверхпроводящим материалами. Система может
быть как монолитной, так и составной. В последнем слу-
чае величину электромагнитного взаимодействия между
магнитной и сверхпроводящей подсистемами можно ре-
гулировать, меняя расстояние между ферромагнитным и
сверхпроводящим слоями.

1. Постановка задачи.
Энергия системы

В зависимости от толщины и физических параметров
ферро- и ферримагнитных пленок размеры доменов в
них меняются от десятых долей микрона до десятков
микрон [18–20]. Однако в магнетике с достаточно
большой анизотропией и коэрцитивностью период до-
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менной структуры составляет от единиц до десятков
микрон, что значительно превышает и корреляционную,
и лондоновскую длины. В случае магнетиков с малой
анизотропией размеры доменов могут быть малы, но
из-за наличия замыкающих доменов поле рассеяния до-
менной структуры и соответственно электромагнитная
связь вихрей с намагниченностью невелики. В силу этого
трудно ожидать большой силы пиннинга вихрей в рас-
сматриваемой двухслойной системе. По этой же причине
размерные эффекты, наблюдаемые в сверхпроводящих
пленках с искусственными периодическими дефекта-
ми [5,11,15,16,21–23], будут проявляться в ней слабо.
Тем не менее энергия пиннинга вихрей при использова-
нии магнетиков с доменной структурой открытого типа
может оказаться большой, поскольку взаимодействие
между слоями достаточно сильное.

Вычислим энергию и силу пиннинга вихрей в сверх-
проводящей пленке под действием поля доменной струк-
туры одноосной ферромагнитной пленки. Будем счи-
тать, что сверхпроводящий и ферромагнитный материа-
лы изолированы друг от друга буферным слоем толщины
ξ � δ � λ и взаимодействие между спиновой подсисте-
мой магнетика и электронами проводимости сверхпро-
водника является чисто электромагнитным. Пусть ферро-
магнетик обладает магнитной анизотропией типа ”легкая
ось” и направление оси анизотропии na перпендикулярно
развитой поверхности системы. Поскольку большинство
высокотемпературных сверхпроводников являются ти-
пичными сверхпроводниками второго рода, ограничимся
далее анализом сверхпроводящих материалов, харак-
теризующихся большим параметром Гинзбурга–Ландау
κ = λ/ξ � 1. Кроме того, можно пренебречь
влиянием закрепления вихрей на собственных дефектах
сверхпроводника. Геометрия системы представлена на
рис. 1.

Энергия системы в отсутствие внешнего магнитного
поля U имеет вид

U =
1

8π

∫
V

dvH2 +

∫
Vf

dv

(
α

2
∂M
∂xi

∂M
∂xi
−
β

2
M2

y

)

+
λ2

8π

∫
Vs

dv(∇×H)2, (1)

где H — магнитное поле, M — намагниченность, V —
полный объем системы, Vf и Vs — объемы ферромаг-
нитного и сверхпроводящего слоев соответственно, α —
константа неоднородного обмена, β > 0 — константа
анизотропии. Первое слагаемое в (1) представляет энер-
гию магнитного поля, второе — сумму обменной энер-
гии и энергии анизотропии, а третье — кинетическую
энергию спаренных электронов.

Пространственные распределения намагниченности M
и магнитного поля H в ферромагнетике и вакууме опи-
сываются уравнениями магнитостатики

∇×H = 0, ∇ · B = 0 (2)

Рис. 1. Слоистая система ферромагнетик с полосовой домен-
ной структурой (I) — сверхпроводник второго рода с парой
вихрь–антивихрь (II); направления намагниченности в доменах
обозначены жирными стрелками, положения и направления
вихрей — тонкими линиями со стрелками.

и уравнением состояния

[M×Heff] = 0, (3)

а распределение магнитного поля H в сверхпроводни-
ке — уравнением Лондонов

H + λ2[∇× [∇×H]] = Φ0

∑
ν

∫
drνδ(r− rν), (4)

где B = H + 4πM — магнитная индукция, Heff —
эффективное магнитное поле

Heff = H + βMyny− α∇
2M, (5)

rν — расстояние от начала координат до бесконечно
малого элемента длины ν-вихря drν ; суммирование в (4)
производится по всем вихрям, а интегрирование — по
полной длине каждого вихря. На границах раздела сред
должны выполняться стандартные электродинамические
условия непрерывности тангенциальных составляющих
магнитного поля H и нормальной составляющей магнит-
ной индукции B. Кроме того, на поверхности сверхпро-
водника обязана обращаться в нуль нормальная соста-
вляющая плотности сверхпроводящего тока js.

Магнитное поле H в системе является суммой поля
вихрей Hvort сверхпроводника и поля HM , создаваемого
намагниченностью ферромагнетика,

H = Hvort + HM . (6)

Последнее включает в себя как дипольное поле изолиро-
ванного ферромагнетика HD, так и поле мейсснеровских
токов HMeis в отсутствие вихрей. В соответствие с этим
энергию системы U можно записать в виде

U = UM + Uvort + Uint, (7)

где UM — энергия магнитной подсистемы совместно
с энергией мейсснеровских токов в отсутствие вихрей,

Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 10



1756 Ю.И. Беспятых, В. Василевский, М. Гайдек, И.П. Никитин, С.А. Никитов

Uvort — энергия вихревой подсистемы, Uint — энергия
взаимодействия вихрей с намагниченностью

UM =
1

8π

∫
V

dvH2
M +

1
2

∫
Vf

dv

(
α
∂M
∂xi

∂M
∂xi
− βM2

y

)

+
λ2

8π

∫
Vs

dv[∇×HM]2, (8)

Uvort =
1

8π

∫
V

dv
{

H2
vort + λ2[∇×Hvort]

2
}
, (9)

Uint =
1

8π

∫
V

dv
{

HM ·Hvort+λ
2[∇×HM]·[∇×Hvort]

}
. (10)

Энергия UM как функция пространственного распреде-
ления намагниченности M, лондоновской длины λ и
толщины сверхпроводящего и ферромагнитного слоев
приведена в работах [24–26]. В настоящей работе эта
энергия не представляет интереса по следующим при-
чинам. Если толщина слоя магнитомягкого материала
достаточно велика, то магнетик разбит на домены и
размер доменов слабо зависит от состояния сверхпро-
водника [24]. Доменная же структура магнитожестких
материалов практически не меняется с ростом внешне-
го магнитного поля вплоть до поля коэрцитивности и
влиянием на нее сверхпроводника можно пренебречь.
В дальнейшем ограничимся ферромагнитными пленками
с высокой коэрцитивностью и будем считать распределе-
ние намагниченности в них заданным, а потенциал UM —
величиной постоянной.

Следуя работе [27], представим поле вихрей Hvort в
виде

Hvort = Hv + Hstray, (11)

где Hv — сумма поля реальных вихрей Hvr и поля вихрей
изображения Hvi

Hv = Hvr + Hvi, (12)

а Hstray — поле рассеяния. Тогда энергия вихрей Uvort

представляется двумя слагаемыми

Uvort = Uv + Ustray, (13)

где

Uv =
1

8π

∫
V

dv
{

H2
v + λ2[∇×Hv]

2
}
, (14)

Ustray =
1

8π

∫
V

dv
{

H2
stray + λ2[∇×Hstray]

2
}
. (15)

Как показано в приложении, энергия взаимодействия
магнитной и вихревой подсистем Uint равна зеемановской
энергии ферромагнетика во внешнем поле, равном полю
рассеяния вихрей,

Uint = −

∫
Vf

dvM ·Hvort = −

∫
Vf

dvM ·Hstray. (16)

Обычно толщина сверхпроводящей пленки l мала по
сравнению с периодом доменной структуры D, поэтому
наклон вихрей можно не учитывать и достаточно рас-
смотреть сверхпроводящую пленку с системой вихрей,
перпендикулярных ее поверхности. Общие выражения
для энергий Uv и Ustray таковы [28]:

Uv
∼= [Φ2

0l/(4π2λ2)]

×
∑
µ,ν

ηµηνK0(λ
−1
√
|ρµ − ρν |

2 + ξ2), (17)

Ustray =
1

4π

∫
dq
4π2

ΦqP−q, (18)

где K0(x) — функция Макдональда нулевого порядка,
ρµ = {xµ, o, zµ}— радиус-вектор от начала координат до
оси µ-вихря в плоскости пленки, ηµ = 1, если µ — вихрь
параллелен оси y, и ηµ = −1, если он антипараллелен
оси y, q = {qx, 0, qz}, Φq — Фурье-амплитуда потенциала
поля рассеяния вихрей Hstray

Φq = TPq/[q(T + qcothT l/2)], (19)

а Pq — Фурье-амплитуда компоненты поля Hvy на нижней
поверхности пленки

Pq = Hvyq(0) =
Φ0

λ2T2

∑
µ

ηµ exp(−iqµ), (20)

T2 = q2 + λ−2.
Предположим, что доменные стенки в ферромагнит-

ной пленке бесконечно тонкие и намагниченность в
доменах параллельна или антипараллельна оси y. Тогда

Uint = −

∫
dq
4π2

ΦqM−q[1− exp(−qL)] (21)

(индекс y у компоненты намагниченности My в выраже-
нии (21) и далее опущен).

2. Энергия магнитного пиннинга вихря

Пусть ось одиночного вихря проходит через точку
ρ0 = {x0, 0} плоскости xz и направлена параллельно
оси y. Вычислим потенциал взаимодействия вихря с
полем полосовой доменной структуры, имеющей пери-
од D (рис. 1). В таком случае Фурье-образ нормальной
составляющей намагниченности имеет вид

Mq = 8πiM0

+∞∑
n=−∞

sin2 πn/2
n

δ(qx − kn)δ(qz),

kn = 2πn/D (22)

и энергия взаимодействия вихря с намагниченностью
равна

Uint = −
2Φ0M0D
π2

∞∑
n=1

sin2(πn/2) sin(knx0)

n2λ2τn[τn + kn coth(τnl/2)]

× [1− exp(−knL)], τ 2
n = k2

n + λ−2. (23)
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Если толщина слоев достаточно велика (l � λ,
L � D � l), то периодический потенциал (23) имеет
минимумы в центрах доменов с направлением намагни-
ченности, параллельным направлению вихря, и макси-
мумы в центрах доменов с противоположным направле-
нием намагниченности. Абсолютная величина энергии
взаимодействия в максимумах и минимумах одинакова.
Энергия пиннинга вихря Upin, совпадающая с разностью
Uint в максимумах и минимумах, оказывается равной

Upin
∼= (4/π2)Φ0M0D. (24)

При этом

Uv
∼= Φ2

0l/(8π2λ2) lnκ, Ustray
∼=

(π−2)

16π2

Φ2
0

λ
�Uv. (25)

Для антивихрей энергия взаимодействия с намагничен-
ностью имеет противоположный (23) знак, поэтому для
них по отношению к вихрям максимумы и минимумы
потенциала взаимодействия меняются местами. Когда на-
магниченность ферромагнетика превышает критическую
величину Mc [28]

Mc
∼= [Φ0l/(16λ2D)] lnκ, (26)

полная энергия вихря в точках минимума потенциала и
антивихря в точках максимума потенциала становятся
отрицательными, и в сверхпроводящей пленке возникает
спонтанная решетка вихрей и антивихрей. В противном
случае равновесным состоянием сверхпроводника явля-
ется мейсснеровская фаза.

Если система находится в слабом внешнем магнит-
ном поле H0 ‖ ny, то концентрация внешних вихрей
мала и взаимодействием между ними можно прене-
бречь. При намагниченности ферромагнитной пленки
M0 < Mc спонтанные вихри и антивихри отсутству-
ют, однако наличие периодического потенциала (23)
затрудняет перемещение внешних вихрей в направлении,
перпендикулярном доменным границам. Иными словами,
взаимодействие с полем рассеяния доменной структуры
может приводить к магнитному пиннингу вихрей. Энер-
гия пиннинга Upin для системы достаточно толстых слоев
l � λ, L � D � l определяется формулой (24), а
максимальная сила пиннинга fp max = max(∂Uint/∂x0)

fp max
∼= (2/π)Φ0M0 ln(D/l) ∝ Upin/D. (27)

Появление логарифма в (27) связано с расходимостью
производной ряда (23) и обрезанием его при n ∝ D/l .
В общем случае необходимо делать обрезание ряда (23)
на значениях n ∝ min(D/l , D/λ, D/∆,D/δ), где ∆ —
ширина доменной границы, δ — толщина буферного
слоя.

Для численной оценки энергии пиннинга Upin возьмем
сверхпроводящую пленку YBa2Cu3O7 с температурой
Кюри Tc

∼= 90 K, λ = 3 · 10−5 cm, l = 10−4 cm, lnκ ∝ 1.

Пусть намагниченность насыщения ферромагнетика рав-
на Mc, а период доменной структуры D = 5 · 10−4 cm.
Тогда 4πM0

∼= 20 G,

Upin
∼= Φ2

0l/(4π2λ2) lnκ, (28)

так что Upin ∝ 10−10 erg и fp max ∝ 10−7 g · cm · s2.
Для сравнения энергия пиннинга вихря на дефекте типа
колонны с диаметром ξ составляет

Upin ∝ Φ2
0l/(64π2λ2), (29)

т. е. величину того же порядка, что и энергия (28). Одна-
ко сила пиннинга на дефекте типа колонны на несколько
порядков больше, чем сила магнитного пиннинга (27).

Намагниченность насыщения ферро- и ферримагне-
тиков может превышать 103 G, но увеличение намаг-
ниченности не приводит к увеличению энергии и си-
лы пиннинга внешних вихрей из-за взаимодействия их
со спонтанной решеткой вихрей и антивихрей. Напри-
мер, при 4πM0 ∝ 103 G поле рассеяния доменов у
поверхности ферромагнетика имеет величину порядка
2πM0 ∝ 103 G и концентрация спонтанных вихрей и
антивихрей n ∝ 4πM0/Φ0 ∝ 1010 cm−2. Полевые части
соседних вихрей и антивихрей в таком случае сильно
перекрываются и энергия взаимодействия между ними
велика. Внешний вихрь, создаваемый полем подмагничи-
вания, взаимодействует не только с намагниченностью,
но и со спонтанной структурой вихрей и антивихрей.
В результате эффективный потенциал его сильно пере-
нормируется. Равновесная спонтанная структура вихрей–
антивихрей обладает минимумом свободной энергии,
поэтому появление внешнего вихря как в области су-
ществования спонтанных вихрей, так и в области суще-
ствования спонтанных антивихрей увеличивает полную
энергию системы. Качественная зависимость потенциала
внешнего вихря от координаты x0 та же, что и для случая
M0 < Mc. Это означает, что его эффективная энергия
пиннинга по порядку величины не превышает энергию
пиннинга внешнего вихря при M0 = Mc.

Критический же ток при этом может оказаться даже
меньше, чем при M0 = Mc, так как спонтанная структура
вихрей–антивихрей при протекании транспортного тока
может под действием силы Лорентца прийти в движе-
ние, сопровождающееся аннигиляцией и рождением пар
вихрь–антивихрь [28]. При неучете влияния спонтанной
решетки вихрей и антивихрей оценка эффективности
пиннинга вихрей в поле доменной структуры получается
завышенной [29].

Если намагниченность насыщения ферромагнитной
пленки равна критической, но толщина ее невелика и
неравенство L � D не выполняется, энергия пиннинга
Upin приближенно равна удвоенной энергии вихря (25) и
совпадает с (28). Отсюда видно, что максимальная ве-
личина Upin в системе толстых пленок пропорциональна
толщине сверхпроводника и слабо зависит от толщины
ферромагнетика.
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Рис. 2. Треугольная решетка цилиндрических магнитных
доменов.

С уменьшением толщины ферромагнитной пленки
энергия пиннинга понижается, однако критическая на-
магниченность Mc растет, что позволяет скомпенсиро-
вать уменьшение энергии пиннинга за счет использо-
вания ферромагнетиков с большей намагниченностью
насыщения.

Вычислим теперь потенциал взаимодействия вихря
с намагниченностью для случая правильной решетки
цилиндрических магнитных доменов радиуса R с рас-
стоянием между центрами соседних доменов a (рис. 2).
Намагниченность M внутри доменов параллельна, а вне
доменов — антипараллельна оси y. Координаты осей
доменов в плоскости ферромагнитной пленки ρmn равны

ρmn = mb1 + nb2, m, n = 0,±1,±2, . . .

b1 = anx, b2 = (a/2)(nx + nz

√
3). (30)

Распределение намагниченности внутри ферромагнит-
ной пленки имеет вид

Mx,z = 0, My = M0

[
−1 + 2

∑
m,n

θ(R− |ρ − ρmn|)

]
,

θ(x) =

{
1, x> 0

0, x< 0
, (31)

а компонента Фурье Myq равна

Myq = −
6π2M0

R

∑′

m,n

J1(qR)

q
δ(q−Gmn), (32)

где Gmn — векторы обратной решетки

Gmn =
2π
a

[
mnx +

(2n−m)
√

3
nz

]
,

m, n = 0,±1,±2, . . . , (33)

J1(x) — функция Бесселя первого порядка, штрих у
знака суммы в формуле (32) означает отсутствие члена

с m = n = 0. Подставляя (32) и (19) в (21), получаем
энергию взаимодействия Uint как функцию положения
оси вихря ρ0 в плоскости xz

Uint = −
8π
√

3

Φ0M0R
a2λ2

∑′

m,n

J1(GmnR) cos(Gmn · ρ0)

TmnG2
mn[Tmn + Gmncoth(Tmnl/2)]

× [1− exp(−GmnL)]. (34)

Расстояние a между центрами ближайших цилиндриче-
ских магнитных доменов и отношение R/a зависят от
толщины L, намагниченности насыщения M0, обменной
константы α и константы анизотропии β ферромагнитно-
го слоя. Не будем вдаваться в детали расчета параметров
решетки доменов и предположим далее, что a и R
связаны соотношением

R2 = (
√

3/4π)a2. (35)

Условие (35) вытекает из равенства нулю полного маг-
нитного заряда на каждой из поверхностей ферромагнит-
ной пленки. Оно довольно хорошо выполняется в случае
толстых пленок L� a.

Потенциал внешнего вихря (35) имеет минимумы в
точках, где ось вихря совпадает с центром одного из
цилиндрических доменов, и максимумы в точках, где
ось вихря совпадает с центром одного из правильных
треугольников с вершинами, образованными центрами
трех ближайших доменов (рис. 2). В отличие от (23)
абсолютные величины энергии взаимодействия (35) в
минимумах и максимумах, вообще говоря, неодинаковы.
Тем не менее спонтанно в системе с решеткой цилинд-
рических магнитных доменов, как и в системе с поло-
совой доменной структурой, могут возникать лишь пары
вихрь–антивихрь. Причина этого — резкое увеличение
энергии магнитного поля при нарушении равенства кон-
центраций вихрей и антивихрей для слоистой систе-
мы с большими поперечными размерами. При условии
совпадения минимального значения обратного периода
(a = D/

√
3) абсолютные величины максимумов и ми-

нимумов потенциала взаимодействия внешнего вихря
с намагниченностью в случае решетки цилиндрических
магнитных доменов оказываются несколько меньшими,
чем в случае полосовой доменной структуры.

3. Обсуждение результатов и выводы

Таким образом, показано, что энергия пиннинга вих-
рей на доменной структуре в случае D � l � λ по по-
рядку величины не может превышать энергию пиннинга
вихрей на дефектах, получаемых посредством облучения
сверхпроводника тяжелыми ионами. Ограничение энер-
гии пиннинга связано с появлением спонтанной решетки
вихрей–антивихрей при намагниченности ферромагне-
тика, превышающей критическую, и взаимодействием
внешнего вихря со спонтанной вихревой структурой.
Увеличения энергии пиннинга можно добиться за счет
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увеличения толщины сверхпроводящей пленки. Крити-
ческая намагниченность при этом возрастает, однако
энергия пиннинга на единицу длины вихря практически
не меняется. Сила же пиннинга вихрей в рассмотренной
системе относительно невелика.

Наряду с монокристаллическими ферро- и ферримаг-
нитными пленками можно использовать также и поли-
кристаллические пленки при условии достаточно вы-
сокого качества их поверхности. В противном случае
неоднородный потенциал взаимодействия между магнит-
ным и сверхпроводящим слоями будет мал. Размер кри-
сталлитов в поликристаллических магнетиках меняется
в пределах от микрон до сотых долей микрона. В ве-
ществах с большой одноосной магнитной анизотропией
размер домена порядка размера кристаллита. Используя
такие материалы, можно получить не только достаточно
большую энергию, но и значительную силу пиннинга,
поскольку масштаб неоднородности потенциала взаимо-
действия сравним с лондоновской длиной. К сожалению,
результаты настоящей работы неприменимы для этого
случая и могут дать лишь очень грубую оценку.

Влияние на пиннинг взаимодействия вихрей с до-
менной структурой исследовалось в работе [30]. Ее
авторы использовали в своих экспериментах составную
систему из поликристаллической пленки высокотемпе-
ратурного сверхпроводника YBa2Cu3O7 и монокристал-
лической пленки железоиттриевого граната. При этом
вместо ожидаемого роста наблюдалось некоторое умень-
шение критического тока. Температура Кюри перехода
в сверхпроводящее состояние также была ниже, чем в
отсутствие магнетика. Полученные эффекты в работе не
комментируются. Учитывая приведенные выше оценки и
результаты [28], можно утверждать, что одной из наибо-
лее вероятных причин уменьшения критического тока,
наблюдавшегося в [30], является движение спонтанной
вихревой решетки.

Приложение

Чтобы привести выражение (10) для Uint к виду (16),
преобразуем интегралы, входящие в (10). Используя
формулы векторного анализа

[∇×A][∇×B] =∇[B× [∇×A]]+B[∇× [∇×A]] (I. 1)

и уравнение для магнитного поля HM в сверхпроводнике

HM + λ2[∇× [∇×HM]] = 0, (I. 2)

находим

1
4π

∫
Vs

dv(HMHv + λ2[∇×HM][∇×Hv])

=
λ2

4π

∫
Vs

dv∇[Hv× [∇×HM]]

=
λ2

4π

∫
Ss

ds[Hv× [∇×HM]]. (I. 3)

Интеграл по объему вне сверхпроводника равен

1
4π

∫
V−Vs

dvHMHv =
1

4π

∫
V−Vs

dvBMHv−

∫
V−Vs

dvMHv, (I. 4)

где BM = HM +4πM — магнитная индукция в отсутствие
вихрей. С учетом потенциальности магнитного поля вих-
рей вне сверхпроводника Hv =∇Φ, вихревого характера
магнитной индукции BM(∇BM = 0) и тождества

A(∇Ψ) =∇(ΨA)−Ψ(∇A) (I. 5)

первый интеграл в правой части (10) сводится к инте-
гралу по поверхности сверхпроводника Ss

1
4π

∫
V−Vs

dvBMHv = −
1

4π

∫
Ss

ds(ΦBM). (I. 6)

Последний переход справедлив, если произведение ΦBM

достаточно быстро стремится к нулю при y→ ±∞. Поле
рассеяния доменной структуры с периодом D (при y� D
или |y + L| � D) экспоненциально убывает с ростом
расстояния до магнитной пленки, а потенциал Φ либо
также убывает экспоненциально, либо имеет степенную
зависимость от координаты y. Нормальная составляю-
щая индукции BM непрерывна на границах раздела сред,
поэтому в правой части (I. 6) вместо BM внутри сверх-
проводника можно подставить HM = −λ2[∇×[∇×HM]].
Поскольку

Ψ[∇× A] = [∇× (ΨA)] + [A× (∇Ψ)], (I. 7)

выполняется равенство

1
4π

∫
V−Vs

dvBMHv = −
λ2

4π

∫
Ss

ds
{
[∇× (Φ[∇×HM])]

+ [[∇×HM]×Hv]
}
. (I. 8)

Для вычисления последнего поверхностного интервала
нужны лишь значения Φ и ее производные по коор-
динатам x, z на поверхности сверхпроводника. Однако
перейти от поверхностного интеграла (I. 8) к интегралу
по объему нельзя, так как функция Φ внутри сверхпро-
водника не определена.

Используя формулы (I. 3), (I. 4), (I. 6), (I. 8), получаем
следующее выражение для Uint:

Uint = −

∫
Vf

dvMHv +
λ2

4π

∫
Ss

ds[∇× (Φ[∇×HM])]. (I. 9)

Если краевые эффекты несущественны, то поверхност-
ный интеграл в (I. 9) можно опустить, и выражение (I. 9)
переходит в (16).
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