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Получено аналитическое решение задачи об электрическом сопротивлении плоской границы раздела между
двумя кристаллитами поликристаллического металла. Решение проводилось с использованием метода Кейза.
Электрическое поле и функция распределения электронов представлены в виде разложения по собственным
функциям соответствующего характеристического уравнения. Показано, что электрическое поле на границе
раздела резко возрастает для случая, когда дебаевская частота существенно превышает частоту столкновений
электронов в объеме металла. Оказалось, что сопротивление границы раздела не зависит от частоты объемных
столкновений электронов, т. е. от длины их свободного пробега.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (грант № 99-01-00336).

Большинство металлов, с которыми приходится иметь
дело на практике, имеют поликристаллическую структу-
ру. Для них существенное значение имеет оценка вклада
в сопротивление границ кристаллов в общее электриче-
ское сопротивление. Однако вычисление электрического
сопротивления, обусловленного плоскостными дефек-
тами, наталкивается на значительные математические
трудности.

В настоящей работе рассматривается задача о сопро-
тивлении плоской границы раздела между двумя кри-
сталлитами в случае, когда направление тока перпенди-
кулярно границе раздела. В отличие от работы [1] здесь
решение доведено ”до числа”, в явном виде построены
электрическое поле и функция распределения электро-
нов на границе раздела. При этом используется метод
разложения решения граничной задачи по регулярным и
сингулярным собственным функциям соответствующего
характеристического уравнения, предложенный Кейзом
для решения задач теории переноса нейтронов (см., на-
пример, [2]). Метод Кейза особенно удобен для анализа
граничных задач теории переноса, так как позволяет
в явном виде выразить все физически значимые моды
решения, а также вычислить значение функции распре-
деления и ее интегральных характеристик на границе.
В методе Винера–Хопфа для этого приходится исполь-
зовать специальные процедуры [3,4]. Применительно
к твердотельной плазме метод Кейза получил развитие
в [5]. Необходимо отметить работу [6], в которой рассмо-
трение ведется качественным образом и ограничивается
преимущественно одномерными системами; в частности,
вопрос о поведении электрического поля вблизи границы
не рассматривался.

Будем предполагать, что поверхность Ферми для
рассматриваемого металла имеет сферическую форму.
Пусть граница раздела перпендикулярна направлению
электрического поля E. Положим величину электриче-
ского поля достаточно малой для того, чтобы было при-
менимо линейное приближение [7]. При этом функцию

распределения электронов можно искать в виде

f = f0 − ψ
∂

∂ε
f0.

Здесь f0 — функция распределения Ферми, ε — ки-
нетическая энергия электронов. Во всех практически
важных случаях температуру можно положить равной
нулю. Тогда

∂

∂ε
f0 = −δ(ε − εF),

где εF — энергия Ферми, δ(x) — δ-функция.
Направим ось x вдоль электрического поля, начало

координат на оси x поместим на границе раздела. Тог-
да функция ψ(x, v) удовлетворяет следующему уравне-
нию [8,9]:

vx
∂

∂x
ψ(x, v) = e0vxE− ν(ψ − ψ̄). (1)

Здесь e0 — заряд электрона, ν — частота столкновений,
ψ̄ — избыточная плотность электронов,

ψ̄ = 2
∫

(2π~)−3( f − f0)d
3 p.

Поле E(x) удовлетворяет уравнению

E′(x) = 4πe0ψ̄. (2)

Поскольку vx = vF cos θ, удобно ввести перемен-
ную µ = cos θ. Кроме того, введем следующие безраз-
мерные координату, функцию и параметр:

x′ ≡ xν/vF, e(x) ≡ E(x)/E0, k2 ≡ 3(ωp/ν)2,

где ωp — частота плазменных колебаний, E0 —
поле вдали от границы раздела. Введем функцию
ϕ ≡ ν(e0E0vF)−1ψ. Тогда для функции ϕ и e систему
уравнений (1) и (2) запишем в виде

µ
∂

∂x
ϕ(x, µ) + ϕ(x, µ) = µe(x) + ϕ̄(x), (3)

e′(x) = k2ϕ̄(x), (4)
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где

ϕ̄(x) =
1
2

1∫
−1

ϕ(x, µ)dµ.

Ввиду симметрии задачи, ограничимся рассмотрением
полупространства x > 0. Условие на бесконечности
для e(x) следует из ее определения и имеет вид

e(∞) = 1. (5)

Будем предполагать, что электроны рассеиваются на
поверхности диффузно. При этом вероятность рассеяния
вперед для электрона равна α, при рассеянии на поверх-
ности 0 ≤ α ≤ 1. Вследствие диффузности рассеяния
электронов на границе раздела условие, налагаемое на
функцию распределения при x = 0, имеет вид

ϕ(0, µ) = a, 0 < µ < 1. (6)

Величина a определяется из условия

a = −2(1− 2α)

0∫
−1

µϕ(0, µ)dµ. (7)

Для случая изотропного рассеяния (когда α = 1/2)
имеем a = 0.

Вдали от поверхности функции распределения перехо-
дит в свое асимпототическое распределение

ϕ(x, µ) = µ + o(1), x→ +∞, −1 < µ < 0. (8)

Дополнительное электрическое сопротивление току, ока-
зываемое стенкой, можно найти из условия

R = j−1

∞∫
−∞

[E(x)− E0]dx. (9)

Здесь j — плотность тока, а R нормируется на единицу
площади поверхности раздела. Ввиду симметрии задачи
соотношение (9) можно записать в виде

R = 2 j−1

∞∫
0

[E(x)− E0]dx.

Переходя к безразмерным величинам, получаем

R =

[
b

∞∫
0

(
e(x)− 1

)
dx

][ 1∫
−1

µϕ(0, µ)dµ

]−1

, (10)

где b = 4mvF/(3ne2
0) = 4vF/(3σν), σ — электропровод-

ность металла.

1. Собственные значения
и собственные функции

Будем искать решение уравнений (3), (4) в виде

ϕη(x, µ)=Ψ(η, µ) exp(−x/η), eη(x) = E(η) exp(−x/η).

Получим характеристическую систему

(η − µ)Ψ(η, µ) =
1
2
ηn(η) + µηE(η),

E(η) = −k2 1
2
ηn(η),

где

n(η) =

1∫
−1

Ψ(η, µ)dµ.

Примем условие нормировки

1
2
ηn(η) = 1. (11)

С его помощью перепишем характеристическую систему
в виде

(η − µ)Ψ(η, µ) = 1− k2µη, E(η) = −k2.

Из первого уравнения этой системы и условия (11)
найдем (см. [10]) обобщенные собственные функции
непрерывного спектра

Ψ(η, µ) = −k2µ + (1− k2µ2)P
1

η − µ
+ 2

λ(η)

η
δ(η − µ),

−1 < η < 1. (12)

Здесь P — символ главного значения при интегрирова-
нии, λ(z) — дисперсионная функция,

λ(z) = (1− k2z2)λ0(z),

где λ0(z) есть дисперсионная функция Кейза [2],

λ0(z) = 1 +
1
2

z

1∫
−1

dτ
τ − z

.

Дискретный спектр по определению состоит из нулей
дисперсионного уравнения λ(z)/z = 0. Таких нулей три:
η0 = ∞, η±1 = ±1/k(k > 0). Им отвечают следующие
собственные функции:

Ψ(η0, µ) = −k2µ, E(η0) = −k2,

Ψ(±η1, µ) =
1∓ k2η1µ

±η1 − µ
= ±k, E(±η1) = −k2.

Выпишем соответствующие собственные (частные) ре-
шения исходной системы, удовлетворяющие усло-
вию (8),

ϕη0 = −k2µ, eη0 = −k2;

ϕη1 = kexp(−kx), eη1 = −k2 exp(−kx) (дебаевская мо-
да). Первая мода ϕη0 описывает электрическую про-
водимость металла, вторая мода ϕη1 соответствует де-
баевской экранировке электрического поля, при этом
дебаевский радиус экранирования rD ∼ 1/k.
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2. Разложение решения
по собственным функциям

Покажем, что решение граничной задачи (3)–(6) мож-
но представить в виде разложения по собственным функ-
циям

ϕ(x, µ) = µ + A1 exp(−kx)

+

1∫
0

exp(−x/η)Ψ(η, µ)A(η)dη, (13)

e(x) = 1−A1kexp(−kx)− k2

1∫
0

exp(−x/η)A(η)dη. (14)

Здесь A1 и A(η) — соответственно коэффициенты дис-
кретного и непрерывного спектров. Отметим, что раз-
ложения (13) и (14) удовлетворяют граничному усло-
вию (5).

Подставляя в (13) выражение (12) и используя гра-
ничное условие (6), получаем сингулярное интегральное
уравнение с ядром Коши [11]

−a + µ + A1 − k2µ

1∫
0

A(η)dη + (1− k2µ2)

1∫
0

A(η)dη
η − µ

+ 2
λ(µ)

µ
A(µ) = 0, 0 < µ < 1. (15)

Введем вспомогательную функцию

N(z) =

1∫
0

A(η)dη
η − z

, (16)

аналитическую в комплексной плоскости с размером
вдоль отрезка [0,1], граничные значения которой сверху
и снизу на разрезе связаны формулами Сохоцкого

N+(µ) − N−(µ) = 2πiA(µ), 0 < µ < 1,

1
2

[N+(µ) + N−(µ)] ≡ N(µ), (17)

где

N(µ) =

1∫
0

A(η)dη
η − µ

, 0 < µ < 1.

Приведем формулы Сохоцкого для функции λ(z)

λ+(µ)− λ−(µ) = πiµ(1 − k2µ2), −1 < µ < 1,

1
2

[λ+(µ) + λ−(µ)] = λ(µ),

где

λ(µ) = (1− k2µ2)

(
1 +

µ

2
ln

1− µ
1 + µ

)
, −1 < µ < 1.

Уравнение (15) будем решать способом Карлемана–

Векуа [11], считая регулярную часть уравнения
1∫

0
A(η)dη

известной. Обозначим

ψ(µ) = a− µ − A1 + k2µ

1∫
0

A(η)dη

и с помощью граничных значений N(z) и λ(z) перейдем
от уравнения (15) к краевой задаче Римана [11]

λ+
0 (µ)[N+(µ) − ψ(µ)/(1 − k2µ2)]− λ−0 (µ)

× [N−(µ)− ψ(µ)]/(1 − k2µ2) ≡ 0, 0 < µ < 1. (18)

В качестве решения соответствующей однородной за-
дачи

X+(µ)

X−(µ)
=
λ+

0 (µ)

λ−0 (µ)
, 0 < µ < 1

возьмем ограниченное в нуле решение

X(z) =
1
z

expV(z), V(z) =
1
π

1∫
0

ζ(τ )

τ − z
dτ ,

где ζ(τ ) = θ(τ ) − π, θ(τ ) = argλ+
0 (τ ) — регулярная

ветвь аргумента функции λ+
0 (τ ), фиксированная в нуле

условием θ(0) = 0. Нетрудно видеть, что

ζ(τ ) = arctg
πτ

2λ0(τ )
− πθ+(τ0 − τ ),

где τ0 = 0.8335565596 . . . — нуль функции λ0(τ ),
θ+(τ ) — функция Хевисайда, θ+(τ ) = 1, τ ≥ 0,
θ+(τ ) = 0, τ < 0. Преобразуем неоднородную
задачу (18) с помощью однородной в краевую задачу
определения аналитической функции по ее нулевому
скачку

X+(µ)[N+(µ)− ψ(µ)/(1 − k2µ2)]

− X−(µ)[N−(µ)− ψ(µ)/(1 − k2µ2)] = 0, 0 < µ < 1.

Ее общее решение имеет вид

N(z) =
ψ(z)

1− k2z2
+

C
(1− k2z2)X(z)

, (19)

где C — произвольная постоянная. Чтобы принять общее
решение (19) в качестве вспомогательной функции (16),
устраним особенности (полюсы) общего решения. По-
люс z = −1/k не лежит на разрезе, поэтому для его
устранения положим

ψ(−1/k) + C/X(−1/k) = 0. (20)

Полюс z = 1/k при k > 1 лежит на разрезе
(0 < 1/k < 1), а при 0 < k < 1 не лежит на нем.

Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 10
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Если этот полюс не лежит на разрезе, то он устраняется
аналогичным условием

ψ(1/k) + C/X(1/k) = 0. (21)

Пусть теперь рассматриваемый полюс лежит на разрезе.
В этом случае общее решение имеет вид

N(µ) =
ψ(µ)

1− k2µ2
+

C
1− k2µ2

1
2

[
1

X+(µ)
−

1
X−(µ)

]
или

N(µ) =
ψ(µ)

1− k2µ2
+

C
1− k2µ2

cos ζ(µ)

X(µ)
.

Очевидно, что полюс устраняется условием

ψ(1/k) + Ccos ζ(1/k)/X(1/k) = 0. (22)

Итак, для нахожения неизвестных постоянных A1 и C об-
щего решения требуется решить уравнения (20) и (21),
если 0 < k < 1, или уравнения (20) и (22),
если k > 1. Однако тут есть одна тонкость. Значение

интеграла
1∫

0
A(η)dη, входящего в ψ(z), зависит от того,

лежит на разрезе полюс 1/k или нет. Из выражения (19)
находим коэффициент непрерывного спектра

A(η) =
C

2πi(1 − k2η2)

[
1

X+(η)
−

1
X−(η)

]
. (23)

Следовательно,

k

1∫
0

A(η)dη = −C
1
2

[J(1/k)− J(−1/k)],

где

J(z) =
1

2πi

1∫
0

[
1

X+(η)
−

1
X−(η)

]
dτ
τ − z

. (24)

Согласно [5], если z∈ (0, 1), то

J(z) =
1

X(z)
− z+ V1, (25)

где

V1 = −
1
π

1∫
0

ζ(τ )dτ = 0.71045,

а если z∈ (0, 1), то

J(µ) =
1
2

[J+(µ) + J−(µ)] =
cos ζ(µ)

X(µ)
− µ + V1. (26)

Следовательно,

k

1∫
0

A(η)dη = C

[
1
k
−
θ+(k− 1) cos ζ(1/k) + θ+(1− k)

2X(1/k)

+
1

2X(−1/k)

]
.

В обоих случаях (0 < k < 1 или k > 1) из уравне-
ний (20), (21) или (20), (22) получаем, что C = 1, а
формулы для A1 можно объединить в одну

A1 = a +
θ+(k− 1) cos ζ(1/k) + θ+(1− k)

2X(1/k)

+
1

2X(−1/k)
. (27)

Коэффициенты A1 и A(η) разложений (13) и (14) най-
дены. Однако коэффициент A1 выражается через неиз-
вестную постоянную a. Для определения постоянной a
подставим в условие (7) разложение (13). Воспользо-
вавшись свойством собственных функций

1∫
−1

µΨ(η, µ)dµ ≡ 0, 0 < η < 1,

находим
1∫
−1

µϕ(0, µ)dµ =
2
3
, (28)

следовательно, согласно (7),

a = (4α − 2)

[ 1∫
−1

µϕ(0, µ)dµ −

1∫
−1

µϕ(0, µ)dµ

]

= (4α − 2)

(
2
3
−

1
2

a

)
,

откуда a = (4α − 2)/(3α).

3. Электрическое сопротивление,
поле и функция распределения

Подставляя в (10) значение плотности тока (28) и
разложение (14), находим, что

R = −
3
2

b

[
A1 + k2

1∫
0

ηA(η)dη

]
. (29)

Согласно (23)

k2

1∫
0

ηA(η)dη = −
1
2

[J(1/k) + J(−1/k)],

где J(z) (см. (24)) определяется согласно (25) (если
0 < k < 1) или по формуле (26) (если k > 1).
В обоих случаях величина электрического сопротивле-
ния, согласно (29), выражается одной и той же формулой
(рис. 1)

R = b

[
3
2

V1 − 2 +
1
α

]
. (30)

Отсюда видно, что в случае чисто изотропного отраже-
ния электронов от поверхности раздела (α = 1

2 ) имеем
R = 1.5bV1 = 1.06568(4vFm)/(3ne0).
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Рис. 1. Зависимость электрического сопротивления от веро-
ятности рассеяния электронов вперед.

Таким образом, получено точное решение (30) задачи
об электрическом сопротивлении плоской границы раз-
дела между двумя кристаллитами. Результаты работы мо-
гут быть использованы при определении электрического
сопротивления поликристаллического металла.

Отметим, что из формулы (30) видно, что сопротивле-
ние R не зависит от частоты столкновений электронов
в объеме металла. Из формулы (30) видно также, что
при α → 0 сопротивление неограниченно возрастает, что
соответствует непроницаемости для электронов поверх-
ности раздела кристаллитов.

Найдем теперь функцию распределения электронов и
электрическое поле на границе раздела между двумя
кристаллитами. Согласно (13) и (14), имеем

ϕ(0, µ) = µ + A1 − k2µ

1∫
0

A(η)dη + (1− k2µ2)

×

1∫
0

A(η)dη
η − µ

, −1 < µ < 0, (31)

e(0) = 1− k2A1 − k

1∫
0

A(η)dη. (32)

Используя (16), (17) и (19) и (21), преобразуем (31) к
виду

ϕ(0, µ) =
4α − 2

3α
+

1
X(µ)

.

Если в формулу (32) подставить найденные выше значе-
ния коэффициентов, то в обоих случаях получаем одну
и ту же формулу для электрического поля на границе
раздела кристаллитов (графики безразмерного поля на
рис. 2 и 3),

e(0) = −k

[
1

X(−1/k)
+

4
3α

(
α −

1
2

)]
. (33)

Профиль электрического поля в полупространстве
(x > 0) находим, используя полученные формулы для

A1 и A(η). В результате для случаев k > 1 и 0 < k < 1
получаем два выражения, которые объединим в одно

e(x) = 1− kexp(−kx)

×

[
a +

θ+(k− 1) cos ζ(1/k) + θ+(1− k)

2X(1/k)

+
1

X(−1/k)

]
−

1
π

1∫
0

exp

(
−

x
η

)
sin ζ(η)dη

(η2 − k−2)X(η)
.

Профили электрического поля (безразмерного) по обе
стороны границы рездела кристаллитов (x = 0) предста-

Рис. 2. Зависимость электрического поля на границе
раздела кристаллитов от величины k(0 < k < 100).
a — α = 0.1 (сплошная кривая), 0.3 (пунктирная), 0.5 (штри-
ховая); b — α = 0.7 (сплошная кривая), 0.8 (пунктирная),
0.9 (штриховая).

Рис. 3. Зависимость электрического поля на границе от
вероятности рассеяния электронов вперед. k = 1 (сплошная
кривая), 20 (пунктирная), 100 (штриховая).
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Рис. 4. Профиль электрического поля по обе стороны границы
раздела кристаллитов при k = 16.

влены на рис. 4. На рис. 5 изображен профиль плотности
электронов (заряда) по обе стороны границы раздела,
определяемый формулой

e′(x) = k2 exp(−kx)

×

[
a +

θ+(k− 1) cos ζ(1/k) + θ+(1− k)

2X(1/k)

+
1

2X(−1/k)

]
−

1
π

1∫
0

exp

(
−

x
η

)
sin ζ(η)

(η2 − k−2)X(η)

dη
η
.

Рассмотрим случай, когда частота плазменных ко-
лебаний ωp много больше частоты столкновений
электронов ν(ωp � ν). Это выполняется для
большинства металлов при нормальных условиях.
При этом X(−1/k) ≈ X(−0) = −

√
3, следовательно,

величина электрического поля (см. (33)) равна

e(0) = k

[
1
√

3
−

4
3α

(
α −

1
2

)]
. (34)

Из формулы (34) видно, что в рассматриваемом случае
величина поля на границе раздела e(0) существенно
превышает значение поля вдали от границы раздела
(в используемых обозначениях e(0) ≡ 1). Это явление

(резкое возрастание электрического поля на границе
раздела кристаллитов) связано с тем, что по мере умень-
шения ν (и роста k при условии, что ωp = const)
растет объемная проводимость металла, следовательно,
при фиксированном значении поля растет величина тока.
Граница раздела обладает фиксированным электриче-
ским сопротивлением. При этом разность потенциалов
должна возрастать, а с ростом разности потенциалов
возрастает и величина электрического поля.

Рассмотрим дебаевскую моду для электрического поля
на поверхности (см. формулу (27)). В случае когда
k� 1, из (27) следует, что

A1 = a−
1

2X(+0)
+

1
2X(−0)

= a−
1
√

3

=
4

3α

(
α −

1
2

)
−

1
√

3
. (35)

Из сравнения дебаевской моды (35) с величиной по-
ля e(0) (см. (33)) видно, что величина поля на по-
верхности раздела в пределе при k → ∞ определяется
дебаевской модой: e(0) ≡ eD, где eD = −kA1. Поскольку
дебаевская мода затухает на расстоянии дебаевского
радиуса отклонение электрического поля от его значе-
ния вдали от границы раздела сосредоточено главным
образом на расстояниях порядка дебаевского радиуса от
поверхности раздела кристаллитов.

Из приведенных графиков на рис. 4 видно, что при α,
близких к единице, зависимость электрического поля от
расстояния до поверхности раздела носит немонотонный
характер. Случай α > 1/2 соответствует ситуации,
когда электроны на поверхности раздела рассеиваются
преимущественно вперед. При этом средняя скорость
электронов в результате рассеяния уменьшается. В си-
лу закона сохранения числа электронов уменьшение
скорости приводит к росту плотности электронов, что
в свою очередь ведет к появлению объемного заряда
(конфигурация этого объемного заряда видна на графике

Рис. 5. Профиль плотности электронов по обе стороны
границы раздела кристаллитов (α = 0.9, k = 16).
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на рис. 5). При α < 1/2 этот эффект из-за преимуще-
ственного рассеяния электронов назад нивеллируется.

На больших расстояниях от поверхности раздела до-
минируют эффекты уменьшения эффективной проводи-
мости металла (из-за рассеяния на поверхности). Это
приводит к соответствующему росту электрического по-
ля. Данный эффект становится все более выраженным
с ростом k — величины, пропорциональной отношению
частоты плазменных колебаний, и соответствует умень-
шению частоты объемных столкновений электронов. При
этом растет влияние рассеяния электронов на поверхно-
сти на проводимость.
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