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Статическая поляризуемость α0 является одним из
важных параметров, определяющих взаимодействие кла-
стеров между собой, с внешними полями, заряженными
частицами и поверхностью твердых тел. В частности, по-
ляризационный захват рассматривается в качестве основ-
ного механизма, приводящего к гигантским значени-
ям сечения неупругого рассеяния низкоэнергетических
электронов на молекулярных кластерах [1–3], фуллере-
нах [4–7] и металлических кластерах [8]. Статическая
поляризуемость металлических кластеров в основном
состоянии теоретически исследована довольно подробно
(см., например, обзоры [9,10]), однако эксперименталь-
ные результаты известны лишь для небольших кластеров
натрия [11], калия [11] и лития [12]. Эксперименты
показали, что статическая поляризуемость малых метал-
лических кластеров на несколько десятков процентов
превышает значения, которые дает классическая элек-
тростатика для проводящей сферы соответствующего
радиуса (αcl = R3, R — радиус сферы). Квантово-
механические расчеты методом функционала плотно-
сти для модели ”желе” и различных псевдопотенциаль-
ных моделей [13–19] существенно лучше согласуются
с экспериментом. Основной причиной превышения ве-
личиной поляризуемости металлических кластеров ее
классического значения является проникновение облака
валентных электронов за границу положительного фона
атомных остовов (электронная плотность классической
проводящей сферы имеет вид прямоугольной ступеньки).

Если кластер находится в возбужденном или заряжен-
ном состоянии, распределение зарядовой плотности в
нем и силы межчастичного взаимодействия изменяются,
а следовательно, меняется его отклик на внешнее элек-
трическое поле. Ряд происходящих при этом эффектов
непосредственно связан с поляризуемостью кластера
(эффект Штарка, сдвиг поверхностной плазменной моды
и др.) В настоящей работе проведены расчеты стати-
ческой поляризуемости нейтральных возбужденных и
положительно заряженных (от 1 до 5) кластеров лития,
натрия и калия с использованием нестационарной теории
функционала плотности и сферической модели ”желе”.

В данной модели рассматриваются валентные электроны
в поле неподвижных атомных остовов, положительный
заряд которых равномерно размазан по объему кластера.
Радиус положительного фона R = N1/3rs принимается
за радиус кластера, где N — число атомов в кластере
(для щелочных металлов совпадает с количеством ва-
лентных электронов), rs — атомный радиус Вигнера–
Зейтца соответствующего массивного металла. Посколь-
ку одноэлектронный потенциал сферического кластера-
”желе” близок к сферически-симметричной прямоуголь-
ной потенциальной яме конечной глубины, стационар-
ные электронные состояния в этих системах чередуются
аналогичным образом (как корни сферической функции
Бесселя при возрастании их величины) [20]

1s21p61d102s21 f 142p61g182d101h223s22 f 14

× 1i263p61 j302g183d104s2 . . . .

Как показывают эксперименты [21,22], наиболее ста-
бильным структурам кластеров простых металлов в
модели ”желе” отвечают сферы с заполненными элек-
тронными оболочками (кластеры с ”магическим” чи-
слом атомов). Результаты расчетов электронной струк-
туры и свойств (потенциалов ионизации, электронно-
го сродства, поляризуемости, спектров фотопоглоще-
ния и др.) кластеров простых металлов в модели ”же-
ле” [9,10,13–19,23] находятся в хорошем согласии с
вычислениями ab initio и экспериментальными данны-
ми. В настоящей работе представлены расчеты для
кластеров-”желе” лития (rs = 3, 25a0, a0 — боровский
радиус), натрия (rs = 3.98a0) и калия (rs = 4, 86a0)
с ”магическими” значениями N = 8, 18, 20, 34, 40, . . . ,
198.

1. Формализм

Действие внешнего электрического поля Vext(r) =
= r l Pl(cosϑ) (Pl(cosϑ) — полином Лежандра) на элект-
ронную систему приводит к изменению электронной
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плотности δρ(r) = δρ(r)Pl (cosϑ). Статическая поляри-
зуемость сферически-симметричной системы связана
с δρ(r) соотношением

α0 = −
4π

2l + 1

∞∫
0

δρ(r)r2+l dr. (1)

В рамках нестационарной теории функционала плот-
ности и теории линейного отклика индуцированная элек-
тронная плотность δρ(r) является самосогласованным
решением системы уравнений [24,25]

δρ(r) =

∫
χ0(r, r′)δV(r′)dr′ (2)

δV(r) = Vext(r) +

∫
δρ(r′)
|r− r′|

dr′ +
∂Vxc(r)
∂ρ(r)

δρ(r), (3)

где ∂Vxc(r)
∂ρ(r) — производная обменно-корреляционного по-

тенциала по электронной плотности системы в отсут-
ствие внешнего поля, χ0(r, r′) — поляризационный опе-
ратор в приближении независимых частиц,

χ0(r, r′) =
occ∑

i

ψ∗i (r)Ψi(r′)G(r, r′,Ei)

+
occ∑
i

ψi(r)ψ∗i (r′)G+(r, r′,Ei). (4)

Здесь Ei и ψi — собственные значения и собственные
функции уравнения Кона–Шэма, определяющего ста-
ционарное состояние системы (в работе используется
атомная система единиц e = ~ = m = 1),[

−
∇2

2
+ V(r)

]
ψi(r) = Eiψi(r). (5)

Для сферического кластера-”желе” потенциал V(r) име-
ет вид

V(r) =

∫
ρ(r′)− ρ+(r′)
|r− r′|

dr′ + Vxc(r), (6)

где

ρ(r) =
occ∑
i

|ψi(r)|2

— электронная плотность кластера (суммирование про-
водится по всем заполненным состояниям).

ρ+(r) =
3

4πr3
s
Θ(R− r)

— плотность положительного фона ”желе” (совпада-
ет по абсолютному значению со средней плотностью
валентных электронов в соответствующем массивном
металле), Θ(R− r) — ступенчатая функция Хевисайда,
Vxc(r) — локальный обменно-корреляционный потенциал
(в данной работе использовалась параметризация Воско
и др. [26]).

В выражение для поляризационного оператора (4)
входит также функция Грина G(r, r′, E), которая для
сферически-симметричных систем раскладывается по
сферическим гармоникам

G(r, r′, E) =
∑
lm

Ylm(r)Gl (r, r
′, E)Y∗lm(r′),

где радиальная часть может быть получена посредством
комбинации регулярного Rl и нерегулярного Nl в нуле
решений радиальной части уравнения Кона–Шэма (5)

Gl(r, r
′, E) =

Rl(r<, E)Nl(r>,E)

r2Wl(E)
,

r< и r> — соответственно меньшее и большее из r и r ′,
Wl(E) — вронскиан, построенный на функциях Rl и Nl .

Схема расчета следующая. Самосогласованное реше-
ние уравнения Кона–Шэма (5) с потенциалом (6) дает
энергетический спектр и волновые функции для заданной
электронной конфигурации кластера. (Числа заполнения
электронных оболочек являются входными параметрами,
поэтому данный метод может использоваться как для
основного состояния, так и для возбужденных или за-
ряженных кластеров). Для заполненных энергетических
состояний радиальная часть уравнения (5) интегрирует-
ся от нуля и от бесконечности, полученные регулярные
и нерегулярные решения используются для построения
функции Грина. На основе функции Грина и волновых
функций заполненных состояний получаем поляриза-
ционный оператор χ0, который подставляем в (2), и
решаем систему уравнений (2), (3) самосогласованно
методом итераций (достичь сходимости в данном случае
позволяет применение δ2-схемы Эйткена [27]). По-
лученное в результате распределение индуциорованной
электронной плотности определяет статическую поляри-
зуемость кластера.

2. Результаты

1). В о з б у ж д е н н ы е к л а с т е р ы . В табл. 1 пред-
ставлены значения дипольной (l = 1) статической
поляризуемости возбужденных кластеров лития, натрия
и калия в сравнении с результатами для основного
(невозбужденного) состояния, рассчитанные по методу,
изложенному в предыдущем разделе. Поляризуемость
нормирована на классическое значение αcl = R3. Рас-
сматривались возбужденные состояния, образовавшиеся
в результате дипольного перехода электрона с послед-
ней заполненной оболочки кластера на вышележащие
уровни. Приведены также известные эксперименталь-
ные значения статической поляризуемости кластеров в
основном состоянии [11,12]. Как уже неоднократно
обсуждалось ранее [9,10], модель ”желе” в сочетании
с методом локального функционала плотности лучше
описывает поляризуемость кластеров простых металлов,
чем классическая теория, хотя (частично из-за локально-
го приближения для обменно-корреляционного потенци-
ала, частично из-за пренебрежения реальной геометрией
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Таблица 1. Статическая поляризуемость кластеров щелочных металлов в основном (ground), и возбужденных состояниях.
В скобках приведены экспериментальные значения из [12] для лития и из [11] для натрия и калия

N
Электронные конфигурации α0/R3

кластеров-”желе” Li Na K

8 1s2 p6( ground) 1.56(2.05) 1.44(1.77) 1.34(1.75)

1s21p52s1 2.75 2.20 1.83
1s21p53s1 21.60 17.73 14.86
1s21p54s1 76.66 63.28 47.37
1s21p51d1 1.77 1.55 1.40
1s21p52d1 43.88 27.64 17.71

18 1s21p61d10 (ground) 1.43(1.89) 1.33(1.67) 1.26
1s21p61d92p1 1.91 1.58 1.39
1s21p61d93p1 18.90 15.13 11.76
1s21p61d94p1 52.03 36.34 18.69
1s21p61d91 f 1 1.48 1.36 1.27
1s21p61d92 f 1 178.98 54.58 17.99

20 1s21p61d102s2 (ground) 1.47(1.75) 1.37(1.68) 1.28(1.63)

1s21p61d102s12p1 1.76 1.52 1.36
1s21p61d102s13p1 18.53 14.40 10.75
1s21p61d102s14p1 47.94 29.85 13.86

34 1s21p61d102s21 f 14 (ground) 1.34 1.26(1.63) 1.21
1s21p61d102s21 f 132d1 1.54 1.36 1.26
1s21p61d102s21 f 133d1 24.02 17.13 10.47
1s21p61d102s21 f 131g1 1.35 1.27 1.21

40 1s21p61d102s21 f 142p6 (ground) 1.42 1.32(1.62) 1.25
. . . 2p53s1 1.67 1.45 1.31
. . . 2p54s1 13.71 10.81 7.61
. . . 2p55s1 30.9 16.56
. . . 2p52d1 1.50 1.36 1.27
. . . 2p53d1 18.47 11.17 5.49

58 1s21p61d102s21 f 142p61g18 (ground) 1.28 1.22 1.18
. . . 1g172 f 1 1.36 1.26 1.20
. . . 1g173 f 1 45.90 21.92 5.80
. . . 1g171h1 1.28 1.22 1.18

68 1s21p61d102s21 f 142p61g182d10 (ground) 1.36 1.27 1.21
. . . 2d93p1 1.46 1.32 1.23
. . . 2d94p1 12.37 8.06 3.82
. . . 2d92 f 1 1.38 1.28 1.22
. . . 2d93 f 1 23.00 7.02 2.29

92 1s21p61d10 . . . 1g182d101h223s2 (ground) 1.25 1.20 1.16
. . . 3s13p1 1.27 1.20 1.16
. . . 3s14p1 4.83 2.15 1.37

106 1s21p61d10 . . . 2d101h223s22 f 14 (ground) 1.30 1.23 1.18
. . . 2 f 133d1 1.36 1.26 1.19
. . . 2 f 132g1 1.31 1.24 1.18

132 1s21p61d10 . . . 1h223s22 f 141i26 (ground) 1.21 1.17 1.14
. . . 1i252h1 1.23 1.18 1.14
. . . 1i251 j1 1.22 1.17 1.14

138 1s21p61d10 . . . 3s22 f 41i263p6 (ground) 1.23 1.18 1.14
. . . 3p54s1 1.26 1.19 1.15
. . . 3p53d1 1.24 1.19 1.14

168 1s21p61d10 . . . 2 f 141i263p61 j30 (ground) 1.19 1.15 1.12
. . . 1 j292i1 1.20 1.16 1.12
. . . 1 j291k1 1.19 1.15 1.12
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Таблица 1 (продолжение).

N
Электронные конфигурации α0/R3

кластеров-”желе” Li Na K

186 1s21p61d10 . . . 1i263p61 j302g18 (ground) 1.19 1.15 1.12
. . . 2g173 f 1 1.20 1.16 1.12
. . . 2g172h1 1.20 1.15 1.12
. . . 2g173h1 1.59 1.21 1.14

196 1s21p61d10 . . . 3p61 j302g183d10 (ground) 1.22 1.17 1.13
. . . 3d94p1 1.23 1.18 1.13
. . . 3d93 f 1 1.22 1.17 1.13

198 1s21p61d10 . . . 1 j302g183d104s2 (ground) 1.23 1.17 1.13
. . . 4s14p1 1.24 1.18 1.14

Таблица 2. Электронный заряд за краем положительного фона кластеров-”желе” (Zclust — суммарный, Zel — вклад электрона
внешней оболочки)

N
Электронные конфигурации Li Na K

кластеров-””желе” Zclust Zel Zclust Zel Zclust Zel

18 1s21p61d10 2.843 0.210 2.575 0.187 1.999 0.144
1s21p61d92p1 3.135 0.563 2.842 0.476 2.231 0.370
1s21p61d93p1 3.212 0.918 2.967 0.892 2.456 0.855
1s21p61d94p1 3.228 0.957 2.989 0.944 2.487 0.928
1s21p61d91 f 1 2.921 0.355 2.637 0.302 2.045 0.229
1s21p61d92 f 1 3.237 0.960 2.999 0.925 2.487 0.862

58 1s21p61d10 . . . 1g18 6.513 0.165 4.703 0.118 4.170 0.103
. . . 1g172 f 1 6.736 0.418 4.886 0.303 4.317 0.232
. . . 1g173 f 1 6.869 0.933 5.148 0.871 4.616 0.750
. . . 1g171h1 6.542 0.237 4.723 0.168 4.185 0.141

196 1s21p61d10 . . . 3d10 13.844 0.162 11.560 0.124 11.425 0.105
. . . 3d94p1 13.932 0.294 11.630 0.218 11.479 0.171
. . . 3d93 f 1 13.892 0.245 11.598 0.183 11.453 0.148

кластера) теоретические значения все же ”не дотягива-
ют” до экспериментальных. При этом наилучшее согла-
сие имеет место для натрия. Очевидно, что подобное
соотношение расчетных и экспериментальных величин
можно ожидать также для возбужденных и заряженных
кластеров.

Как и предполагалось, переход электрона на вышеле-
жащий уровень привел к увеличению поляризуемости
кластера. Для нижних электронно-возбужденных состо-
яний увеличение статической поляризуемости сравни-
тельно невелико, в то время как для малых кластеров
в высоковозбужденных состояниях поляризуемость воз-
растает в десятки и даже сотни раз. Увеличение поляри-
зуемости связано с уменьшением силы связи внешнего
электрона с кластером при возбуждении. Электронное
облако слабосвязанного электрона легко деформируется
под действием внешнего поля, что приводит к боль-
шим значениям индуцированного дипольного момента.
В качестве иллюстрации на рис. 1 показано радиальное
распределение электронной плотности ρ(r) в кластере
Na58 в основном (1s21p61d102s21 f 142p61g18) и одном из

возбужденных (1s21p61d102s21 f 142p61g173 f 1) состояний
в отсутствие внешнего поля, а также индуцированная
электронная плотность δρ(r), возникшая в результате
действия внешнего потенциала Vext(r) = rP1(cosϑ) на
эти же состояния кластера. Как видно их этого рисунка, в
высоковозбужденном кластере индуцированная внешним
полем электронная плотность распространяется на рас-
стояния, в несколько раз превышающие радиус кластера,
что в соответствии с (1) приводит к большим значениям
α0 (для случая, представленного на рис. 1, статическая
поляризуемость увеличивается со значения 1.22 до зна-
чения 21.92).

В табл. 2 для некоторых кластеров приведены дан-
ные о количестве суммарного электронного заряда,
находящегося за краем положительного фона ”желе”

Zclust = 4π
∞∫
R
ρ(r)r2dr, а также вклад в эту величину воз-

бужденного электрона (для невозбужденных кластеров
приведен вклад одного электрона внешней заполненной

оболочки) Zel = 4π
∞∫
R
|ψho(r)|2r2dr (здесь ψho(r) — вол-
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Рис. 1. Электронная плотность ρ(r) в отсутствие внешнего по-
ля и индуцированная внешним электростатическим полем элек-
тронная плотность δρ(r) в кластере-”желе” Na58, находящемся
в основном (1s21p61d102s21 f 142p61g18) (1) и возбужденном
(1s21p61d102s21 f 142p61g173 f 1) (2) состояниях. 3 — радиальное
распределение положительного фона ”желе”. Зависимости
ρ(r) для состояний 1, 2 в данном масштабе совпадают.

новая функция возбужденного электрона либо — для
основного состояния — волновая функция электрона
внешней заполненной оболочки). При возбуждении кла-
стера Zclust и Zel увеличиваются, причем есть высоковоз-
бужденные состояния, для которых Zel превышает 0.9
(при Zel = 1 электрон становится свободным). Эти сла-
босвязанные состояния и обеспечивают высокую поляри-
зуемость кластеров. Следует отметить, что увеличение
суммарного электронного заряда за краем фона ”желе”
при возбуждении кластера ∆Zclust = Ze

clust − Zg
clust (здесь

и далее индексы e и g соответствуют возбужденному и
основному состояниям) меньше, чем увеличение вклада
в эту величину возбужденного электрона ∆Zel = Ze

el−Zg
el.

Таким образом, чем выше возбужден электрон, тем
сильнее остальные электроны ”втягиваются” внутрь кла-
стера, что свидетельствует об ослаблении экранирования
и увеличении их связи в кластере.

Абсолютное значение статической поляризуемости
кластеров щелочных металлов, содержащих одинаковое
количество атомов, возрастает с увеличением атомного
номера вещества (заметим, что свободные атомы Li и
Na имеют близкую поляризуемость α0 = 162a3

0, а для
атома K α0 = 286.8a3

0 [28]). При нормировке α0 на R3

имеет место обратная тенденция. Это понятно, посколь-
ку чем больше атомный номер, тем меньше плотность
валентных электронов в щелочном металле, меньше
электронного заряда оказывается за краем положитель-
ного фона кластера и тем ближе к прямоугольному
(т. е. к классической модели) распределение электронной
плотности на границе. Данное заключение справедливо
как для основного, так и для возбужденных состояний.

При этом отношение αe
0/α

g
0 для аналогичных возбужден-

ных состояний кластеров с одинаковым N уменьшается
при переходе от лития к калию (подобная тенденция
имеет место и для свободных атомов [29]). Расчеты

эффективного радиуса орбит rho = 4π
∞∫
0
|ψho(r)|2r3dr

электронов внешних оболочек кластеров показали, что
относительное увеличение радиуса орбиты электрона
re
ho/rg

ho при возбуждении на один и тот же уровень
уменьшается от лития к калию, что и приводит к вы-
шеупомянутому эффекту (например, для кластеров из

Рис. 2. Статическая поляризуемость α0 (нормирована на
R3 = (N + n)r3

s) кластеров Lin+
N+n, Nan+

N+n и Kn+
N+n в зависимости

от числа N валентных электронов в них. Кривые 1–6 соответ-
ствуют заряду кластеров n = 0, 1, 2, 3, 4, 5; 7 — статическая
поляризуемость классической проводящей сферы.
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Рис. 3. Статическая поляризуемость α0 (нормирована на
R3 = (N + n)r3

s) кластеров Lin+
N+n в зависимости от заряда

кластеров n. Кривые 1–7 — соответствуют кластерам с
N = 8, 20, 40, 58, 92, 132, 168.

58 атомов при переходе электрона с 1g- на 3 f -уровень
эффективный радиус его орбиты увеличивается в 2.17
раза для лития, в 1.8 раза для натрия и в 1.45 раза для
калия).

С увеличением размера кластера эффект роста ста-
тической поляризуемости при возбуждении электронов
ослабевает, так как уменьшается количество свободных
дискретных уровней в потенциальной яме кластера-
”желе” (что приводит к сокращению числа возбужден-
ных состояний) и уменьшается разность энергий между
основным и возбужденными состояниями.

2. З а р я ж е н н ы е к л а с т е р ы . Из эксперимен-
тов [30,31] известно, что наиболее стабильными часто
оказываются заряженные кластеры типа Men±

N±n (Me —
металл, N±n — число атомов в кластере, N — число ва-
лентных электронов, которое соответствует полностью
заполненным оболочкам сферы ”желе”), т. е. кластеры,
содержащие ”магическое” число валентных электронов.
В данной работе рассчитана статическая поляризуемость
положительно заряженных кластеров Lin+

N+n, Nan+
N+n и

Kn+
N+n (n = 1−5) с ”магическими” значениями N. На

рис. 2 для этих кластеров представлены размерные зави-
симости α0/R3 (где R3 = (N + n)r3

s). При увеличении
размера нейтрального кластера статическая поляризуе-
мость уменьшается. Для однократно заряженных класте-
ров размерная зависимость поляризуемости имеет ярко
выраженный максимум вблизи N = 40. Этот максимум
проявляется и на кривых, соответствующих кластерам с
бо́льшим n, однако с увеличением n он сглаживается, и
для пятикратно заряженных кластеров α0/R3 возрастает
на всем интервале. Начиная с N = 58, все кривые практи-
чески монотонно стремятся к значениям, превышающим
αcl на 9–19% для лития, на 7–15% для натрия и на 5–12%
для калия. Чтобы прояснить природу максимума вблизи
N = 40, на рис. 3 показана статическая поляризуемость
кластеров лития различного размера в зависимости от

заряда кластера. Из этого рисунка видно, что при увели-
чении заряда кластеров их статическая поляризуемость
уменьшается, при этом чем больше размер кластера,
тем более пологой становится кривая. Это приводит
к пересечению кривых в области между n = 0 и
4. В результате при фиксированном n в интервале
0 < n < 4 зависимость α0/R3 от N, представленная
на рис. 2, становится немонотонной. Кроме того, следует
отметить, что с увеличением заряда кластера результаты
для кластеров разных металлов одного и того же размера
сближаются. Например, если для нейтральных кластеров
Li8, Na8 и K8 величина α0/R3 равна соответственно 1.56,
1.44 и 1.34, то для кластеров Li5+

13 , Na5+
13 и K5+

13 расчеты
дают значения 0.65, 0.64 и 0.63. Таким образом, можно
сделать вывод, что поляризуемость (отнесенная к R3)
многократно заряженных кластеров щелочных металлов
слабо зависит от их конкретного состава.

Рис. 2 также иллюстрирует, как изменяется межча-
стичное взаимодействие в кластерах при увеличении
их размера. Как известно [28], статическая поляризу-
емость положительных ионов щелочных металлов в
1S-состоянии на один–три порядка меньше поляризуемо-
сти нейтральных атомов. Поэтому при отсутствии вза-
имодействия между атомами поляризуемость кластеров
Men+

N+n должна практически не зависеть от n, а кривые
на рис. 2 должны проходить близко друг к другу. Как
видно из этого рисунка, подобная тенденция реализуется
лишь для больших кластеров, а для малых N при увели-
чении n поляризуемость заметно падает, что косвенно
свидетельствует об увеличении сил межчастичного взаи-
модействия в металлических кластерах при уменьшении
их размера.

Таким образом, в настоящей работе показано, что
электронное возбуждение металлических кластеров при-
водит к росту их статическолй поляризуемости, кото-
рый наиболее существен для кластеров малых разме-
ров. Статическая поляризуемость заряженных кластеров
немонотонно увеличивается с размером кластера, в то
время как для нейтральных кластеров она убывает. При
увеличении размера кластера уменьшается зависимость
поляризуемости кластера от его заряда. Поляризуемость
(отнесенная к R3) многократно заряженных кластеров
щелочных металлов слабо зависит от их конкретного
состава.
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