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В приближении эффективной массы, используя теорию S-матрицы, численными методами получены энер-
гии квазистационарных состояний электронов и дырок в открытой сложной цилиндрической квантовой про-
волоке. Конкретный расчет выполнялся на примере системы HgS/CdS/HgS. Исследованы полюса S-матрицы
в комплексной плоскости энергий. Получены зависимости времен жизни квазичастиц в квазистационарных
резонансных состояниях от геометрических размеров наносистемы и продольного квазиимпульса. Показано,
что в резонансных состояниях времена жизни квазичастиц экспоненциально уменьшаются с увеличением
продольного квазиимпульса.

В 90-е годы первые успехи в создании лазеров на
полупроводниковых квантовых проволоках и квантовых
точках [1,2] привлекли внимание многих исследовате-
лей к изучению физических процессов, происходящих в
одномерных и нульмерных наносистемах. К настояще-
му времени в этой области уже имеется значительное
число как теоретических, так и экспериментальных ра-
бот. Современные технологические методы позволяют
создавать упорядоченные массивы квантовых точек и
проволок, а также многослойные сферические наногете-
роструктуры [3,4]. Это стимулировало интерес к тео-
ретическому исследованию спектров и взаимодействия
квазичастиц (электронов, дырок, экситонов, фононов) в
таких системах. Теория спектров электронов, дырок, эк-
ситонов и их взаимодействия с фононами в сферических
многослойных наносистемах развита в работах [3,5,6],
а в цилиндрических — в работе [7]. При этом в
теории предполагалось, что внешняя среда, в которой
находится многослойная сферическая наногетерострук-
тура, является максимальным потенциальным барьером
по отношению к внутренним слоям и, таким образом,
система является закрытой.

Современные технологические возможности (напри-
мер, метод ионного замещения [3,4]) позволяют созда-
вать наногетеросистемы открытого типа, т. е. такие, у ко-
торых потенциальная энергия квазичастицы во внешней
среде минимальна, в связи с чем квазичастица может
удаляться до бесконечности. В таких системах спектр
является квазистационарным, поэтому соответствующие
состояния характеризуются определенными конечными
временами жизни из-за возможности проникновения ква-
зичастицы через потенциальные барьеры наносистемы.

Интерес к открытым системам обусловлен тем, что
они могут служить элементной базой ЭВМ [8].

В работе [9] теоретически исследовался квазистаци-
онарный спектр электронов и дырок в открытой сфе-
рической наногетеросистеме HgS/CdS/HgS. Сферическая
симметрия системы позволила модернизировать извест-
ный из теории ядер [10] метод S-матрицы на случай

различных масс квазичастицы в разных слоях системы
и таким образом исследовать спектр и времена жизни
электронов и дырок в квазистационарных состояниях.

Цель настоящей работы — теоретическое исследо-
вание резонансных энергий и времен жизни электро-
нов и дырок в квазистационарных состояниях открытой
сложной цилиндрической квантовой проволоки (СЦКП),
в частности в наносистеме HgS/CdS/HgS. Эта задача
решается сложнее, чем в случае открытой сложной
сферической квантовой точки (ССКТ) [9], так как цилин-
дрическая наносистема имеет более низкую симметрию,
а электрон и дырка имеют квазиимпульс (параллельный
аксиальной оси). Это приводит к сложному аналити-
ческому выражению для S-матрицы, из которого резо-
нансные энергии и времена жизни вычисляются лишь
численными методами.

1. Гамильтониан и волновые функции
электрона и дырки в СЦКП

Исследуются электронный и дырочный спектры от-
крытой цилиндрической наногетероструктуры (сложной
цилиндрической квантовой проволоки), которая состоит
из ядра HgS (0-яма) и слоя CdS (1-барьер), помещен-
ных в бесконечную среду HgS (2-яма). Схема открытой
СЦКП и потенциальные энергии электрона и дырки в
ней изображены на рис. 1. Здесь не предполагается
исследование поведения электрона и дырки в магнитном
поле, поэтому спины обеих квазичастиц учитываться не
будут. В приближении эффективных масс и независимых
зон легких и тяжелых дырок в конкретно исследуемой да-
лее СЦКП HgS/CdS/HgS теория для электронов и дырок
эквивалентна, поэтому без потери общности дальнейшие
аналитические выкладки выполняются для электрона.
Различие между спектральными свойствами электронов
и дырок возникает лишь на этапе числовых расчетов из-
за различия эффективных масс квазичастиц и действу-
ющих на них потенциальных полей. Соответствующий
анализ будет приведен в следующем разделе.
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Рис. 1. Геометрическая схема (a) и схема потенциальной
энергии электрона и дырки в СЦКП (b).

В цилиндрической системе координат с началом в
центре гетероструктуры электрон характеризуется эф-
фективной массой µ(ρ) и потенциальной энергией U(ρ),
которые являются функциями расстояния от аксиальной
оси СЦКП, так как в разных средах они имеют разные
величины

µ(ρ) =


µ0, ρ < ρ0,

µ1, ρ0 6 ρ 6 ρ1

µ0, ρ > ρ1

,

U(ρ) =


0, ρ < ρ0,

U, ρ0 6 ρ 6 ρ1

0, ρ > ρ1

. (1)

В связи с зависимостью эффективной массы от ρ урав-
нение Шредингера имеет вид [11,12](

−
~2

2
∇

1
µ(ρ)
∇+ U(ρ)

)
Ψ(r) = EΨ(r). (2)

С учетом аксиальной симметрии его решение ищется в
виде

Ψ(ρ, ϕ, z)=
1
√

L
R(ρ)eimϕeikz, m = 0,±1,±2, . . . , (3)

где R(ρ) — радиальная волновая функция.

В результате подстановки (3) в (2) получается урав-
нение для радиальной волновой функции{
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}
Rm,k(ρ) = 0. (4)

Из (4) видно, что магнитное квантовое число m и
квазиимпульс k выступают параметрами уравнения, а
следовательно, и функции Rm,k(ρ), которую имеет смысл
искать в виде

Rm,k(ρ) =


R0

mk(ρ), ρ < ρ0,

R1
mk(ρ), ρ0 6 ρ 6 ρ1,

R0
mk(ρ), ρ > ρ1.

(5)

Подстановка (5) в (4) приводит к трем однотипным
уравнениям[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
−

m2

ρ2
+

2µi

~2

(
E−Ui−

~2k2
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)]
Ri

mk(ρ) = 0,

(i = 0, 1, 2), (6)

решениями которых являются линейные комбинации
функций Ханкеля от разных аргументов

Rmk(ρ)=



R0
mk(ρ) = A(0)

m [H−m (χ0ρ)

+ H+
m (χ0ρ)], ρ < ρ0,

R1
mk(ρ) = A(1)

m [H−m (iχ1ρ)

+ S1
mk(E)H+

m (iχiρ)], ρ0 6 ρ0 6 ρ1,

R2
mk(ρ) = A(2)

m [H−m (χ0ρ)

+ Smk(E)H+
m (χ0ρ)], ρ > ρ1,

(7)

где

χ0 =

√
2µ0

~2
E− k2, iχ1 =

√
2µ1

~2
(U − E)− k2. (8)

Все коэффициенты A и обе S-матрицы однозначно опре-
деляются условиями непрерывности волновой функции
и потока плотности вероятности на обеих границах
раздела сред, а также условием нормировки.

В результате аналитических расчетов для Smk(E) по-
лучается следующее выражение:

Smk(E) =

µ0Fm(E)H−m (χ0ρ1)−

− µ1χ0
[
H−m−1(χ0ρ1)−H−m+1(χ0ρ1)

]
µ0Fm(E)H+

m (χ0ρ1)−

− µ1χ0
[
H+

m−1(χ0ρ1)−H+
m+1(χ0ρ1)

] , (9)

где

Fm(E) =

i2m−1πχ1[Im−1(χ1ρ1) + Im+1(χ1ρ1)]+

+ χ1[Km−1(χ1ρ1)+Km+1(χ1ρ1)][S1
mk(E)−1]

i2m−1πIm(χ1ρ1)− Km(χ1ρ1)[S1
mk(E)− 1]

,

(10)
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Рис. 2. Зависимости действительной и мнимой частей S-матрицы от Ẽ = E1 − iE2 и положение полюса на комплексной
плоскости при nHgS = 15, nCdS = 5 (a), а также проекции линий одинаковой величины Re S и Im S на комплексную плоскость
Ẽ (”топограмма”) (b).

S1
mk(E)=

µ1χ0H−m (iχ1ρ0)[Jm−1(χ0ρ0)−Jm+1(χ0ρ0)]−

− µ0χ1Jm(χ0ρ0)[H
−
m−1(iχ1ρ0)−H−m+1(iχ1ρ0)]

µ1χ0H+
m (iχ1ρ0)[Jm−1(χ0ρ0)−Jm+1(χ0ρ0)]+

+ µ0iχ1Jm(χ0ρ0)[H
+
m−1(iχ1ρ0)−H+

m+1(iχ1ρ0)]

,

(11)
а Im(z) и Km(z) — модифицированные функции Бесселя
(функции Бесселя мнимого аргумента). Матрица рассе-
яния Smk(E) является сложной комплексной функцией.
Согласно общей теории [10], квазистационарные состо-
яния определяются полюсами S-матрицы в комплексной
плоскости энергий

Ẽ = E1 − iE2. (12)

При этом действительная часть полюса E1 равна энергии
квазистационарного состояния, а мнимая E2 = Γ/2
определяет уширение, связанное с вероятностью тунне-
лирования квазичастицы сквозь барьер.

В отличие от S-матрицы для открытой сферической
наногетеросистемы [9], где для случаев l = 0, 1 уда-
лось получить решения дисперсионного уравнения в
аналитическом виде, для исследуемой цилиндрической
наносистемы подобная задача может быть решена только
численными методами. Заметим также, что в этой задаче
появился новый принципиальный момент: в одномерной
задаче в отличие от нульмерной S-матрица зависит от
двух переменных E и k. Это приводит к тому, что
и энергия (E), и время жизни (τ ) квазичастицы в

Таблица 1. Параметры кристаллов

Кристалл µe/m0 µh/m0 a, Å Eg, eV Ve, eV Vh, eV

CdS 0.2 0.7 5.818 2.5 1.35 0.65
HgS 0.036 0.044 5.851 0.5 0 0

Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 2
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Рис. 3. Зависимость резонансных энергий электрона (a), дырки (c) и времен жизни электрона (b) и дырки (d) от продольного
квазиимпульса для различных квазистационарных состояний.

квазистационарных состояниях оказываются функциями
от квазиимпульса.

Пример численного расчета действительной и мнимой
частей S-матрицы и положения ее полюса в комплекс-
ной плоскости энергий Ẽ приведен на рис. 2. Рас-
чет выполнялся для электрона при k = 0 в СЦКП
HgS/CdS/HgS с материальными параметрами, указан-
ными в табл. 1, и с геометрическими параметрами
ρ0 = 15aHgS, ρ1 − ρ0 = 5aCdS. Результаты расчета
приведены в окрестности энергии самого низкого ква-
зистационарного состояния E10 (n = 1, m = 0).

Из рис. 2 видно, что S-матрица как функция комплекс-
ной переменной Ẽ имеет весьма характерное поведение:

и действительная, и мнимая ее части практически везде
в комплексной плоскости являются плавными функ-
циями и лишь в очень близкой окрестности полюса
(∼ 10−5 meV) они в одной и той же точке (E10,−iΓ10/2)

претерпевают разрыв второго рода.

Таблица 2. Значения скоррелированных эффективных масс
в резонансных состояниях

nm 10 11 20 21 30 31

µe
nm 0.0363 0.0371 0.0372 0.0376 0.0385 0.0391
µh

nm 0.0453 0.0461 0.0463 0.0477 0.0499 –

11 Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 2
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Рис. 4. Зависимости времен жизни электрона (a) и дырки (b) от толщины барьера при nHgS = 15, схема потенциальной энергии
электрона и дырки и положение резонансных уровней при nHgS = 15, nCdS = 5 (c).

2. Анализ и обсуждение результатов

Аналитический расчет S-матрицы и положения ее
полюсов в комплексной плоскости энергий позволяют
исследовать резонансные энергии (E) и времена жизни
(τ ) квазистационарных состояний электронов и дырок
в зависимости от их квазиимпульса и геометрических
размеров СЦКП.

На рис. 3 приведены результаты расчета резонансных
энергий (Ee,h

nm(k)) и времен жизни (τ e,h
nm(k)) электронов

и дырок в нескольких квазистационарных состояниях
СЦКП HgS/CdS/HgS как функций продольного квазиим-
пульса (k) при ρ0 = 15aHgS, ρ1 − ρ0 = 5aCdS. Там
же приведены графики законов дисперсии квазичастиц

в соответствующих составляющих СЦКП
(

Ee,h
HgS = ~2k2

2µe,h
HgS

,

Ee,h
CdS = Ue,h + ~2k2

2µe,h
CdS

)
в системах отсчета энергий, свя-

занных с дном зоны проводимости HgS, для электрона
(вверх) и с потолком валентной зоны HgS для дырки
(вниз).

Как видно из рис. 3, кривые EHgS(k) и ECdS(k) раз-
деляют плоскость (E, k) на три области: I — область,
в которой S-матрица не имеет полюсов и, следователь-
но, квазичастицы не имеют здесь никаких состояний;
II — область, в которой при определенных значениях
квазиимпульса k S-матрица имеет полюса в плоскости
комплексной энергии Ẽ = E − iΓ/2 с отличными от
нуля действительной (E) и мнимой (Γ/2) частями, ко-
торые определяют резонансную энергию и время жизни
τ ∼ Γ−1 квазичастицы в этом квазистационарном состо-

Рис. 5. Зависимости резонансных энергий Enm (штриховые
линии) и времен жизни τnm (сплошные линии) от ширины
потенциальной ямы nHgS при nCdS = 5 для электрона (a) и
дырки (b).

Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 2



Квазистационарные состояния электронов и дырок... 355

Рис. 6. Зависимость времен жизни электрона (a) и положение энергетических уровней (b) в СЦКП (сплошные линии) и ССКТ [9]
(штриховые линии).

янии; III — область, в которой квазичастицы находятся в
стационарных состояниях непрерывного спектра энергий
(|S| = 1).

Подробнее проанализируем квазистационарные состо-
яния электронов и дырок в наиболее интересной обла-
сти II. Как видно, здесь образуется определенное число
квазистационарных состояний, в которых электроны и
дырки могут осуществлять движение вдоль внутреннего
цилиндра СЦКП с квазиимпульсом k.

Количество зон определяется геометрическими разме-
рами СЦКП, эффективной массой и потенциальной энер-
гией квазичастицы. Главные особенности Ee,h

nm(k) таковы.
Зависимость энергии квазичастиц от квазиимпульса во
всех резонансных состояниях очень хорошо аппроксими-
руется квадратичным законом Ee,h

nm(k) = Ee,h
nm + ~2k2

2µe,h
nm

, где

Ee,h
nm определяется соответствующим полюсом S-матрицы

при k = 0, а величины скоррелированных наличием
разных сред в СЦКП эффективных масс квазичастиц µe,h

nm
очень близки к соответствующим эффективным массам в
HgS (табл. 2). С увеличением номера зоны (N) скоррели-
рованная эффективная масса квазичастицы немного воз-
растает, так как при этом уменьшается ”эффективная вы-
сота” потенциального барьера и квазичастица при своем
движении вдоль внутреннего цилиндра HgS все больше
проникает в CdS, где ее эффективная масса больше, чем
в HgS. Все зоны резонансных энергий квазичастиц (EN)
характеризуются максимальным значением продольного
квазиимпульса k̄e,h

nm, величина которого меньше (и даже
значительно) π/a. Значение k̄e,h

nm определяется из урав-
нения

Ee,h
N (k) = Ue,h +

~2k2

2µe,h
CdS

, (13)

причем очевидно, что чем больше N, тем меньше вели-
чина k̄e,h

nm.
Важной особенностью резонансного спектра квазича-

стиц в открытой СЦКП является то, что время жизни
(τ e,h

nm) квазичастицы в определенном состоянии (nm)
очень сильно (экспоненциально) уменьшается с увели-
чением продольного квазиимпульса (рис. 3, b, d). На-

пример, как видно из рис. 3, b, время жизни электрона
в состоянии (10) при k = 0.2 на 3 порядка меньше,
чем при k = 0. Физически это понятно, так как
с увеличением k уменьшается ”эффективная высота”
потенциального барьера и квазичастица с большей веро-
ятностью проникает в забарьерное пространство СЦКП.
По той же причине резко уменьшаются времена жизни
квазичастиц с увеличением N.

В связи с обнаруженной особенностью открытой
СЦКП можно заключить, что она может выполнять роль
сепаратора квазичастиц по квазиимпульсам в нанотех-
нологических конструкциях: отсеивать (через барьер)
быстрые и пропускать медленные квазичастицы, движу-
щиеся во внутреннем цилиндре — яме.

На рис. 4 приведены результаты расчета зависимостей
энергий (Enm) и времен жизни (τnm = ~/Γnm) электрона
и дырки в состояниях с магнитными квантовыми числами
m = 0 и 1 при k = 0 (сплошные линии) и при
k = 0.15 (штриховые линии) от геометрических разме-
ров цилиндрической наносистемы. Поскольку положения
резонансных энергетических уровней (Enm) электрона
и дырки практически не изменяются, то их значения
схематически изображены на рис. 4, c, а зависимости
времен жизни электрона и дырки (τnm) от количества
монослоев CdS (nCdS) представлены на рис. 4, a и b
соответственно.

Независимо от величины квазиимпульса с увеличени-
ем толщины барьера время жизни обеих квазичастиц
экспоненциально увеличивается во всех состояниях. При
фиксированной толщине барьера время жизни тем боль-
ше, чем меньше энергия соответствующего состояния.
Это понятно из физических соображений, поскольку
уменьшение энергии квазичастиц в фиксированном со-
стоянии эквивалентно увеличению ”эффективной мощ-
ности барьера”, что препятствует проникновению их
через барьер, а значит, увеличивает время жизни в
квантовой яме. Поскольку mh > me, то при равных
условиях время жизни дырки всегда больше, чем вре-
мя жизни электрона, так как дырке труднее проникать
сквозь барьер.
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На рис. 5 приведены результаты расчета зависимо-
стей энергий Enm и времен жизни τnm электрона (a)
и дырки (b) от толщины материала-ямы (nHgS) при
фиксированной толщине (nCdS = 5) материала-барьера.
Из рис. 5 видно, что увеличение ширины квантовой ямы
приводит к уменьшению абсолютной величины энергии
основного состояния по квадратичному закону. При
этом, как уже отмечалось, время жизни электрона или
дырки в соответствующих состояниях увеличивается.

Интересно сравнить энергии и времена жизни
квазичастиц в СЦКП и соответствующей ССКТ с одина-
ковыми радиусами ям и толщиной барьеров. При этом
поскольку симметрия систем различная, имеет смысл
сравнивать между собой лишь те энергетические уровни
(и соответствующие времена жизни), которые соответ-
ствуют одинаковому порядковому номеру, отсчитанному
от нижнего уровня.

Тогда, как видно из рис. 6, при k = 0 и одинаковых
геометрических размерах ям и барьеров СЦКП и ССКТ
соответствующие уровни в квантовой проволоке всегда
расположены ниже (а времена жизни в этих состояниях
больше), чем в квантовой точке. Полученный результат
физически понятен, так как при равных условиях объем
цилиндрической ямы является бесконечно большим по
сравнению с объемом сферической ямы, поэтому соот-
ветствующие уровни в квантовой проволоке расположе-
ны ниже, чем в квантовой точке, а вследствие этого и
”мощность” барьера в квантовой проволоке больше, чем
в квантовой точке, что и отражено в соотношении времен
жизни.

Таким образом, метод S-матрицы позволяет рассчитать
спектральные характеристики как сложных сфериче-
ских [9], так и цилиндрических открытых квантовых на-
ногетеросистем с резонансными квазистационарными со-
стояниями. Общий вывод состоит в том, что положения
энергетических уровней электрона и дырки мало чув-
ствительны к толщине барьеров, но очень чувствительны
к ширине квантовых ям. Время жизни квазичастиц в
квазистационарных состояниях очень существенно изме-
няются при изменении как ширины ямы, так и ширины
барьеров. Экспоненциальное уменьшение времен жизни
квазичастиц в резонансных состояниях с увеличением их
квазиимпульсов создает принципиальную возможность
использования открытых СЦКП в качестве простран-
ственных сепараторов квазичастиц по их скоростям в
элементах нанотехнологических конструкций.
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