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Рассчитана тонкая структура основного уровня экситона в сферическом нанокристалле полупроводника со
структурой цинковой обманки и вюрцита с учетом короткодействующей и дальнодействующей (неаналитиче-
ской) составляющих обменного взаимодействия. Найдена зависимость от зонных параметров для вклада даль-
нодействующего обменного взаимодействия в спиновый гамильтониан, описывающий расщепление основного
экситонного уровня. Исследовано влияние на тонкую структуру экситонного уровня различия фоновых
диэлектрических проницаемостей нанокристалла и диэлектрической матрицы, в которой он синтезирован.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 98-02-18267).

С начала 80-х годов, когда было показано, что в
полупроводниковых нанокристаллах, диспергированных
в широкозонной стеклянной матрице, происходит трех-
мерное пространственное ограничение носителей за-
ряда [1–3], стекла, активированные нанокристаллами,
стали широко использоваться в качестве модельных
объектов для изучения квантоворазмерных эффектов в
полупроводниковых квазинульмерных системах.

В последнее время появилось большое число работ,
посвященных обменному взаимодействию электрона и
дырки в нанокристаллах с размерами, малыми по срав-
нению с боровским радиусом экситона aB в объемном
полупроводнике [4–11]. Такой интерес вызван тем,
что благодаря сильному трехмерному пространствен-
ному сжатию волновых функций электрона и дырки,
обменные расщепления экситонных уровней становят-
ся очень большими по сравнению с их значениями в
объемных полупроводниках (оставаясь при этом малыми
по сравнению с характерными энергиями размерного
квантования) и возрастают как R−3 с уменьшением
радиуса нанокристалла R, в то время как энергия уровней
размерного квантования возрастает как R−2. Такая
зависимость обменного расщепления основного экситон-
ного уровня наблюдалась экспериментально в нанокри-
сталлах CdSe [5–10] и была приписана влиянию лишь
аналитической (короткодействующей) части обменного
взаимодействия. В кратких сообщениях авторов [12,13]
было показано, что дальнодействующая, или, как ее
иногда называют, неаналитическая, часть обменного вза-
имодействия приводит к такой же зависимости обмен-
ного расщепления от радиуса и что ее вклад в это
расщепление имеет тот же порядок величины, что и
вклад аналитической части. Цель настоящей работы —
изложение последовательной теории обменного взаимо-
действия электрона и дырки в сферической квантовой
точке полупроводника с решеткой цинковой обманки
или вюрцита и ее обобщение с учетом различия фоно-
вых диэлектрических проницаемостей нанокристалла и
матрицы.

1. Обменное взаимодействие
электрона и дырки в экситоне

Последовательная теория электрон-дырочного обмен-
ного взаимодействия в полупроводниках была развита
Пикусом, Биром [14–16], Денисовым и Макаровым [17].
В приближении эффективной массы оператор кулонов-
ского взаимодействия между электроном и дыркой в
полупроводниковом кристалле включает три вклада, опи-
сывающих соответственно прямое кулоновское взаимо-
действие (HC) и обменное взаимодействие, дальнодей-
ствующее (Hlong) и короткодействующее (Hshort). Вве-
дем двухчастичные возбужденные состояния кристалла
|m, ke; n, kh〉, где ke,h — волновой вектор электрона или
дырки, индексы m и n нумеруют вырожденные состояния
электрона в зоне проводимости (представление Γc) и
дырки в валентной зоне (представление Γv) в точке
экстремума ke,h = 0 (Γ-точка). Вначале рассмотрим
полупроводник кубической симметрии со структурой
цинковой обманки; случай кристалла с решеткой вюрци-
та обсуждается в разделе 6. Тогда матричные элементы
операторовHC и Hlong между указанными двухчастичны-
ми состояниями можно привести к виду [14–16,18]

HC
m′n′,mn(k′e, k

′
h, ke, kh) = −

1
V

4πe2

κ0|ke− k′e|2

× δm′mδn′nδke+kh,k′e+k′h
, (1)

Hlong
m′n′,mn(k′e, k′h, ke, kh) =
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V

4πe2~2

κbm2
0E2

g

(Kpm′n′)(Kpmn)
∗

K2

× δke+kh,k′e+k′h
. (2)

Здесь K — суммарный волновой вектор ke+kh = k′e+k′h,
m0 — масса свободного электрона, Eg — ширина за-
прещенной зоны, pmn̄ = 〈m|p|n̄ — матричный элемент
оператора импульса, рассчитанный между электронными
блоховскими функциями |m, k = 0〉 и |n̄, k = 0〉 (ды-
рочное состояние n, k и электронное состояние n̄,−k
связаны между собой операцией инверсии времени),
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κ0 и κb — низкочастотная и высокочастотная (на ча-
стоте электронно-дырочного возбуждения) диэлектриче-
ские проницаемости, e — заряд электрона, V — объем
кристалла. Отметим, что дальнодействующее обменное
взаимодействие иногда называют неаналитическим об-
менным взаимодействием, поскольку предел матричного
элемента (2) при K→ 0 зависит от способа стремления
K к нулю.

Обменное взаимодействие (2) затрагивает лишь со-
стояния электронно-дырочной пары, оптически активные
в дипольном приближении. Такие состояния можно ха-
рактеризовать полным угловым моментом пары I = 1,
а оператор дальнодействующего обменного взаимодей-
ствия (2) записывать в инвариантном виде [13]

Hlong(k′e, k′h, ke, kh) =
4π~2e2P2

0

κbm2
0E2

g

[
1−

(KÎ)2

K2

]
δK,K′, (3)

где

P2
0 =

∑
m,n

|pαmn̄|
2, (4)

а матрицы Îα (α = x, y, z) размерности 3× 3 — матрицы
проекций углового момента I = 1.

В координатном представлении матричный элемент
оператора дальнодействующего обменного взаимодей-
ствия имеет вид [14–16]
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где индексы α и β пробегают значения x, y, z. Отметим,
что, поскольку
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где a, b — произвольные векторы, матричный элемент
оператора дальнодействующего обменного взаимодей-
ствия (5) содержит контактную часть

∆Hlong
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Вклад в короткодействующее (аналитическое) взаимо-
действие вносят Фурье-компоненты кулоновского потен-
циала с волновыми векторами b + k′e − ke, где b —
отличные от нуля векторы обратной решетки. При доста-
точно малых значениях ke и kh, удовлетворяющих крите-
рию применимости метода эффективной массы, оператор
Hshort имеет характер контактного взаимодействия и его

можно представить в виде

Hshort
m′n′,mn(r′e, r′h, re, rh) = ∆short

m′n′,mna
3
0δ(re− rh)

× δ(re− r′e)δ(rh − r′h), (8)

где a0 — постоянная решетки и множитель a3
0 выде-

лен, чтобы коэффициенты ∆short
m′n′,mn имели размерность

энергии. Зависимость этих коэффициентов от зонных
индексов находится из соображений симметрии, а их
абсолютные значения — из сравнения теории с экспе-
риментом по изучению тонкой структуры экситонных
уровней (см., например, [19]). Число линейно независи-
мых коэффициентов совпадает с числом неприводимых
представлений, содержащихся в прямом произведении
Γc× Γv.

Отметим, что иногда [4,20] короткодействующая часть
обменного взаимодействия определяется как сумма ана-
литического обменного взаимодействия (8) и контакт-
ной части неаналитического обменного взаимодействия
(7). Таким образом определенное короткодействующее
обменное взаимодействие записывается в форме выраже-
ния (8), но с перенормированной константой

∆short
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3
0 = ∆short
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3
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3

~2e2
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g

∑
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α∗
mn̄. (9)

2. Квантование экситонов
в сферических нанокристаллах

В случае сильного квантования (R � aB) волно-
вая функция электрон-дырочной пары определяется в
основном отражениями электрона и дырки от стенок
квантовой точки, а кулоновское взаимодействие между
ними является слабым возмущением. Тогда в нулевом
приближении огибающая двухчастичной волновой функ-
ции экситона записывается как произведение

Ψexc(re, rh) = ψ(e)(re)ψ
(h)(rh), (10)

где ψ(e)(re) и ψ(h)(rh) — одночастичные волновые функ-
ции электрона и дырки, локализованных в квантовой
точке.

Состояния электрона в сферической квантовой яме
характеризуются значениями орбитального углового мо-
мента электрона le. Низшей энергии соответствует
состояние электрона, описываемое сферической волной
с орбитальным угловым моментом le = 0. Его волновая
функция при бесконечно высоком барьере имеет вид

ψ(e)
m (re) =

1
√

2πR

sin(πre/R)

re
|m〉, (11)

где спиновый индекс m принимает значения ±1/2.
Огибающая волновой функции основного состояния

размерно-квантованной дырки в спин-орбитально отще-
пленной зоне Γ7 в кубических полупроводниках кристал-
лического класса Td совпадает с огибающей в (11).
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Состояние размерно-квантованной дырки в четырех-
кратно вырожденной по спину зоне Γ8 (спин дырки
Jh = 3/2, его проекция n = ±3/2, ±1/2) не ха-
рактеризуется определенным значением орбитального
момента lh. В пренебрежении гофрированностью поверх-
ностей постоянной энергии (сферическое приближение)
хорошим квантовым числом является полный момент
дырки Fh = Jh+lh [21]. Такое состояние (2Fh + 1)-кратно
вырождено по проекции Fz углового момента Fh на
ось z. Основному уровню соответствует Fh = 3/2,
Fz = ±3/2, ±1/2. Волновая функция дырки в этом
состоянии имеет вид [22]

ψ
(h)
Fz

(rh) =
∑

n

Rn,Fz(rh)|n〉, (12)

где компоненты матрицы R̂(r) могут быть выражены
через 3 jm-символы Вигнера

Rn,Fz(r) = R−3/2
∑

lh=0.2

flh
( r

R

)
(−1)3/2−lh+Fz

× 2
∑
µ

(
3/2 lh 3/2
n µ −Fz

)
Ylhµ

(r
r

)
, (13)

где Ylhµ — нормированные шаровые функции,

flh(x) = C

[
jlh(ϕ

(h)x) + (−1)lh/2 j2(ϕ(h))

j2
(√
βϕ(h)

)
× jlh

(√
βϕ(h)x

)]
, (14)

jlh — сферические функции Бесселя, β = (γ1 − 2γ)/(γ1

+ 2γ) — отношение масс легкой и тяжелой дырок, γ1,
γ — параметры Латтинжера в сферическом приближе-
нии, ϕ(h) — первый корень уравнения

j0(x) j2
(√

βx
)

+ j2(x) j0
(√

βx
)

= 0, (15)

а C находится из условия нормировки

1∫
0

[
f 2
0 (x) + f 2

2 (x)
]
x2dx = 1.

Поскольку в основном состоянии Fh = Jh, функции
ψ

(h)
Fz

(rh) и |n〉 преобразуются по одному и тому же

представлению группы вращений. Поэтому матрица R̂(r)
должна быть сферическим инвариантом. В инвариантной
форме ее можно записать как [12,13]

R̂(r) =
1

√
4πR3/2

{
f0

( r
R

)
− f2

( r
R

)[(
Ĵ

r
r

)2
−

5
4

]}
, (16)

где Ĵα — 4 × 4 матрицы проекций углового момента
Jh = 3/2 (α = x, y, z).

При β → 1 подзоны легких и тяжелых дырок в
объемном полупроводнике сливаются в одну вырожден-
ную зону. Как следует из (14), (16), в этом пределе
огибающая волновой функции размерно-квантованной
дырки в основном состоянии не зависит от спиновых
индексов и совпадает с огибающей функции (11).

3. Обменное взаимодействие
электрона и дырки в нанокристалле
полупроводника с простой зонной
структурой

Для того чтобы провести сравнительную оценку ко-
роткодействующего и дальнодействующего обменных
вкладов в расщепление экситонных уровней, рассмотрим
сначала оптические переходы между простой зоной про-
водимости Γ6 и простой валентной зоной Γ7 в полупро-
водниках с решеткой цинковой обманки (кристалличе-
ский класс Td). В этом случае 1s экситонный уровень
четырехкратно вырожден с учетом спинового вырожде-
ния электрона и дырки. Поскольку прямое произведение
Γ6 × Γ7 разлагается на неприводимые представления Γ5

и Γ2 [23], удобно вместо базиса |m, n〉 (m, n = ±1/2),
в котором записаны матричные элементы (2), (5), (8),
использовать базис состояний |Γ5, ν〉 (ν = x, y, z) и |Γ2〉.
Состояние |Γ5, ν〉 оптически активно для света, линейно
поляризованного в направлении ν , а состояние |Γ2〉
неактивно. Если энергию отсчитывать от уровня Γ2, то
в новом базисе ненулевые компоненты короткодейству-
ющего и дальнодействующего обменных членов имеют
вид

Hshort
ν′ν (k′e, k

′
h, ke, kh) = ∆bulk

ST πa3
Bδνν′δKK′ ,

Hlong
ν′ν (k′e, k

′
h, ke, kh) = ~ωLTπa3

B
KνKν′

K2
δKK′ , (17)

где aB — боровский радиус экситона в объемном полу-
проводнике, ∆bulk

ST — величина расщепления экситонного
уровня на синглет и триплет, ~ωLT — продольно-по-
перечное расщепление экситона. Поскольку обменное
расщепление экситонных уровней мало по сравнению с
расстояниями между уровнями размерного квантования,
обменное взаимодействие электрона и дырки в нанокри-
сталле можно учитывать по теории возмущений. Из (17)
следует, что для экситона в сферическом нанокристалле
радиуса R � aB расщепление на синглет и триплет
дается выражением [12]

∆QD
ST (R) = πC

(
∆bulk

ST +
1
3
~ωLT

)(aB

R

)3
, (18)

где

C =

π∫
0

sin4 x
x2

dx≈ 0.672. (19)

При выводе (18) потенциальный барьер на границе на-
нокристалла предполагался бесконечно высоким. В этом
случае огибающие волновых функций как электрона,
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так и дырки совпадают с огибающей функции (11) и
обращаются в нуль на границе нанокристалла. Полагая
для оценки ∆bulk

ST ∼ 0.1 meV, ~ωLT ∼ 1 meV, получаем,
что из двух членов в уравнении (18) дальнодействующий
вклад в расщепление ∆QD

ST превалирует.

Отметим, что в случае экситона Γ6 × Γ7 вклад в
обменное расщепление (18) вносит только контактная
часть (7) дальнодействующего обменного взаимодей-
ствия. Это следует из того, что имеющая характер
диполь-дипольного взаимодействия неконтактная часть
дальнодействующего обменного взаимодействия пре-
образуется по представлению группы Td, не содержаще-
му тождественного представления.

4. Обменное взаимодействие
электрона и дырки в нанокристалле
полупроводника со сложной
структурой валентной зоны

Рассмотрим теперь экситон Γ6 × Γ8 в нанокристалле
радиуса R� aB. Волновые функции электрона и дырки
даются в этом случае выражениями (11) и (12) соответ-
ственно. Короткодействующее обменное взаимодействие
имеет вид [7]

Ĥshort(k′e, k′h, ke, kh) = −
2
3
εexcha3

0(σJ)δKK′ , (20)

где εexch — константа обменного взаимодействия, σα —
действующие на электронный спин матрицы Паули. Для
дальнодействующей части (2) получаем

Ĥlong(k′e, k′h, ke, kh) =
4π
κb

(
~epcv

m0Eg

)2

δKK′
1

K2

×

{
3
8

K2 −
1
6

(JK)2 −
1
9

K2(σJ)

+
1
6

[
(σJ)

(
(JK)2 −

5
4

K2

)
+

(
(JK)2 −

5
4

K2

)
(σJ)

]

−
1
3

[
(σK)(JK)−

1
3

K2(σJ)

]}
, (21)

где pcv = i〈S|p̂x|X〉 — междузонный матричный элемент
оператора импульса.

Гамильтониан обменного взаимодействия электрона и
дырки в квантовой точке радиуса R� aB имеет вид

Ĥexch = −η̄(σJ). (22)

Рис. 1. Зависимости ζ(β) (сплошная кривая) и χ(β) (штри-
ховая кривая).

Здесь

η̄ =
(aB

R

)3 (
χ(β)~ωTF +

π

9
ζ(β)~ωLT

)
, (23)

~ωTF =
2
π

(
a0

aB

)3

εexch,

~ωLT =
4

κba3
B

(
e~pcv

m0Eg

)2

;

χ(β) =
1
6

1∫
0

dxsin2(πx)

(
f 2
0 (x) +

1
5

f 2
2 (x)

)
; (24)

ζ(β) =
1

(2π)3

∞∫
0

dy y2[I0(y) + I2(y)]2, (25)

Il(y) = 2
√

2π(−1)l/2

1∫
0

dx x fl (x) sin(πx) jl (xy).

Выражение (24) для короткодействующего вклада в па-
раметр η̄ было получено в работе [7]. Выражение (25)
для параметра ζ(β), определяющего дальнодействую-
щий вклад, можно переписать в виде

ζ(β) =
1

2π

1∫
0

dx sin2(πx)[ f 2
0 (x) + f 2

2 (x)]

+
1

(2π)3

∞∫
0

dy y22I0(y)I2(y). (26)

Зависимости χ(β) и ζ(β) представлены на рис. 1.
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Отметим, что в отличие от экситона Γ6 × Γ7 вклад в
дальнодействующий член вносит не только контактная,
но и неконтактная часть неаналитического обменного
взаимодействия. Вклад в расщепление контактной части
равен

−
~ωLT

3

(aB

R

)3
χ(β)(σJ).

В пределе β → 1 неконтактная часть исчезает, и мы
имеем

ζ(β → 1) = χ(β → 1)3/π = C,

где C определяется выражением (19). Из сравнения
зависимостей χ(β) и ζ(β) видно, что при β < 1 вклад
неконтактной части в обменное расщепление противопо-
ложен по знаку вкладу контактной части; неконтактная
часть, таким образом, уменьшает общий вклад дально-
действующего обменного взаимодействия в расщепление
экситонного уровня.

5. Учет различия фоновых
диэлектрических проницаемостей
нанокристалла и матрицы

Для того чтобы рассчитать вклад дальнодействующего
обменного взаимодействия в расщепление основного
уровня экситона в нанокристалле с учетом различия фо-
новых диэлектрических проницаемостей нанокристалла
и матрицы, воспользуемся подходом, развитым в рабо-
тах [14–16]. Этот подход базируется на рассмотрении
задачи о взаимодействии двух электронов, находящихся
в состояниях вблизи Γ-точки в валентной зоне и в зоне
проводимости соответственно. При этом кулоновский
потенциал взаимодействия этих электронов имеет вид

Vbulk(r, r′) =
e2

κ1|r− r′|
,

где κ1 — диэлектрическая проницаемость на частоте
экситонного резонанса.

В полупроводниковом сферическом нанокристалле,
синтезированном в матрице материала со значением
фоновой диэлектрической проницаемости κ2, потенци-
ал кулоновского взаимодействия между двумя точечны-
ми зарядами имеет дополнительный член, обусловлен-
ный индуцированным на сфере поверхностным заря-
дом [24,25]

VQD(r, r′) =
e2

κ1|r− r′|
+ δVQD(r, r′), (27)

где

δVQD(r, r′) = e2κ1 − κ2

κ1

∞∑
l=0

4π
2l + 1

l + 1
κ1l + κ2(l + 1)

r l r ′ l

R2l+1

×
l∑

lz=−l

Y∗ll z

(r
r

)
Yllz

(
r′

r ′

)
. (28)

Согласно (5), этот член приводит к дополнительному
слагаемому в операторе дальнодействующего обменного
взаимодействия электрона и дырки

δHlong
m′n′,mn(r′e, r′h, re, rh) = −δ(re− rh)δ(r′e− r′h)

~2

m2
0E2

g

×
∑
αβ

pαm′n̄′p
β∗
mn̄

∂2

∂reα∂reβ
δVQD(re, r

′
e), (29)

которое вносит соответствующий вклад в обменное рас-
щепление экситонного уровня

∆Hm′F′z ,mFz(κ1, κ2) =
∑
n′,n

∫
dr1

∫
dr2

∫
dr′1

∫
dr′2CF′z ,n

′(r′1)

× δHlong
m′n′,mn(r′1, r

′
2, r1, r2)Cn,Fz(r1). (30)

Для основного состояния экситона Γ6×Γ7 матрица Ĉ(r)
пропорциональна единичной матрице и имеет вид

Ĉ(r) =
1

2πR
sin2(πr/R)

r2
, (31)

а для основного состояния экситона Γ6 × Γ8 матрица
Ĉ(r) равна произведению скалярной огибающей из (11)
на матрицу (16)

Cn,Fz(r) =
1

√
2πR

sin(πr/R)

r
Rn,Fz(r). (32)

Выражение (30) можно преобразовать к виду

∆Hm′F′z ,mFz(κ1, κ2) =
~2e2(κ1 − κ2)

m2
0E2

gκ1

∞∑
l=0

4π
2l + 1

×
l + 1

κ1l + κ2(l + 1)

1
R2l+1

l∑
lz=−l

I (l ,lz)
m′F′z

I (l ,lz)∗
mFz

, (33)

где

I (l ,lz)
mFz

=
∑

n

∫
drCFz,n(r)(pmn̄∇)

[
r lYll z

(r
r

)]
. (34)

Величины I (l ,lz)
mFz

можно упростить с учетом того, что
матричный элемент ковариантной циклической компо-
ненты pσ (σ = ±1, 0) оператора импульса, вычисленный
на блоховских функциях зоны проводимости и валентной
зоны, выражается через 3 jm-символ Вигнера

〈m|pσ |n̄〉 =
√

3P0(−1)3/2+Jh−σ

1
2

Jh 1

m n −σ

 , (35)

где Jh = 1/2 для экситона Γ6 × Γ7, Jh = 3/2 для
экситона Γ6×Γ8, постоянная P0 определена согласно (4)
и использован канонический базис блоховских функций
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Рис. 2. Зависимость величины η̄(R/aB)3 от параметра β с
учетом (сплошная кривая) и без учета (штриховая кривая)
различия фоновых диэлектрических проницаемостей нанокри-
сталла и матрицы.

|m〉, |n〉 [23]. Тогда для экситона Γ6 × Γ7 после ряда
преобразований получим

I (l ,lz)
mFz

=
(−1)lz+1

√
3pcvδl1√

2π

 1
2

1
2

1

Fz m −lz

 , (36)

и выражение (18) для триплет-синглетного расщепления
основного состояния экситона Γ6 × Γ7 перепишется в
виде [12]

∆QD
ST (R) =

(
πC∆bulk

ST +
1
3
πC~ωLT +

1
2
~ωLT

×
κ1 − κ2

κ1 + 2κ2

)(aB

R

)3
. (37)

Для экситона Γ6 × Γ8 с учетом (13), (32) получаем

I (l ,lz)
mFz

=
(−1)lz+1

√
6pcvδl1√
π

 3
2

1
2

1

Fz m −lz



×

1∫
0

f0(x) sin(πx)x dx. (38)

Отметим, что

I (3,lz)
mFz

∝

 3
2

1
2

3

Fz m −lz

 = 0,

поскольку тройка (3/2, 1/2, 3) не удовлетворяет прави-
лу треугольника. В результате с учетом различия фоно-
вых диэлектрических проницаемостей нанокристалла и

матрицы выражение (23) перепишется в виде

η̄ =
(aB

R

)3
(
χ(β)~ωT F +

π

9
ζ(β)~ωLT

+
1
3
~ωLT

κ1 − κ2

κ1 + 2κ2

[ 1∫
0

f0(x) sin(πx)x dx

]2)
. (39)

При β → 1 квадрат интеграла, стоящего в квадратных
скобках, стремится к значению 1/2, а огибающие волно-
вых функций электрона и дырки совпадают. При β < 1
перекрытие между ними уменьшается, и интеграл, стоя-
щий в квадратных скобках в выражении (39), убывает.

На рис. 2 показана зависимость величины η̄(R/aB)3 от
параметра β с учетом (сплошная кривая) и без учета
(штриховая кривая) различия фоновых диэлектрических
проницаемостей нанокристалла и матрицы. В качестве
κ2 взято типичное значение квадрата показателя пре-
ломления света в стекле κ2 = 2.25, а значения всех
остальных параметров соответствуют нанокристаллам
CdSe (κ1 = 8.4). Видно, что учет различия фоновых
диэлектрических проницаемостей нанокристалла и ма-
трицы ведет к увеличению величины η̄.

6. Тонкая структура основного
экситонного уровня
в нанокристаллах с решеткой
вюрцита

В случае гексагональных кристаллов с решеткой вюр-
цита к гамильтониану Латтинжера, описывающему со-
стояния вблизи вершины валентной зоны объемного
кубического полупроводника, следует добавить член,
ответственный за кристаллическое расщепление [22],

Ĥcr = −
∆cr

2

(
J2

z −
5
4

)
.

Поэтому тонкая структура основного экситонного уров-
ня в нанокристалле с решеткой вюрцита с учетом кри-
сталлического и обменного расщеплений описывается
спиновым гамильтонианом

∆H = −
∆

2

(
J2

z −
5
4

)
− η̄(σJ), (40)

где ∆ = ∆crv(β),

v(β) =

1∫
0

dx x2

(
f 2
0 (x) −

3
5

f 2
2 (x)

)
. (41)

Выражение (41) было получено в работе [22]. Отметим,
что параметры ~ωTF и ~ωLT , введенные в (23), в объем-
ном гексагональном кристалле имеют простой физиче-
ский смысл: ~ωTF есть вызванное короткодействующим
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Рис. 3. Схема расщепления уровней экситона в гексаго-
нальном нанокристалле на пять подуровней. Для удобства
показана также тонкая структура в пренебрежении обменным
взаимодействием (a) или кристаллическим расщеплением (b).

обменным взаимодействием расщепление 1s экситонно-
го уровня A (представление Γ7 × Γ9 группы C6v) между
состояниями с проекциями±2 и±1 углового момента на
ось C6, а ~ωLT есть продольно-поперечное расщепление
для экситона, распространяющегося в плоскости, пер-
пендикулярной к оси C6. В работах [5–10] изучалась
тонкая структура экситонных уровней в нанокристаллах
CdSe. При описании обменных расщеплений в этих ра-
ботах учитывался только первый член в выражении (23).
Согласно [19], ~ωTF ≈ 0.12 meV, ~ωLT ≈ 0.95 meV,
откуда следует, что при β = 0.3 отношение второго
(дальнодействующего) члена к первому (короткодей-
ствующему) примерно равно 3.

Схемы экситонных уровней, описываемые гамильто-
нианом (40) и отдельно каждым из его членов, представ-
лены на рис. 3. Экситонные подуровни обозначаются в
соответствии со значением проекции на ось C6 полно-
го углового момента электрон-дырочной пары Fz + m.
Если учесть лишь кристаллическое расщепление и пре-
небречь обменным, то основной экситонный уровень
расщепится на два состояния, отличающиеся модулем
проекции полного углового момента дырки (рис. 3, a).
Верхнему состоянию соответствует проекция полного
углового момента дырки Fz = ±1/2, а нижнему —
проекция Fz = ±3/2. Если, наоборот, пренебречь
кристаллическим расщеплением и учесть лишь обмен-
ный вклад, то основной экситонный уровень расщепится
на два подуровня, отвечающих различным значениям

полного углового момента Fex электрон-дырочной пары
(рис. 3, b). Верхнему (оптически активному) подуровню
отвечает значение Fex = 1, а нижнему (неактивному) —
Fex = 2. Учет обоих членов в гамильтониане (40)
приводит к расщеплению основного экситонного уровня
на пять подуровней (рис. 3, a, b). Относительные силы
осцилляторов для соответствующих переходов рассчиты-
вались в работе [7]. Состояния ±1U , ±1L и 0U оптически
активны в дипольном приближении, а переходы в состо-
яния ±2 и 0L в том же приближении запрещены. Вместе
с тем ”темновое” состояние ±2 оказывается самым
низкоэнергетическим, и при низкой температуре фото-
люминесценция обусловлена излучательной рекомбина-
цией из этого состояния. Поэтому расщепление между
уровнями ±1L и ±2 оказывается возможным измерить
экспериментально по стоксовому сдвигу люминесцен-
ции [5–10]. По спектрам возбуждения люминесценции
можно измерить расщепления между уровнями ±1U и
±2 и между уровнями 0U и ±2, однако состояния ±1U

и 0U при таких измерениях разрешить не удается [6,9].
Расщепление ∆QD

TF(η̄) между состояниями ±2 и ±1L

дается выражением

∆QD
TF(η̄) = 2η̄ +

∆

2
−

√
4η̄2 +

∆2

4
− η̄∆. (42)

При больших радиусах, когда η̄ � ∆, величина ∆QD
TF

приближенно равна 3η̄. В частности, при ∆ → ∞,
β → 1, ~ωTF = ∆bulk

ST выражение (42) переходит в
(18). При малых радиусах, когда η̄ � ∆, имеем
∆QD

TF ≈ 3∆/4. Если пренебречь дальнодействующим
обменным вкладом, то параметр η̄ в (42) заменяется на
параметр

η =
(aB

R

)3
χ(β)~ωTF,

который для β = 0.3 меньше η̄ примерно в 4 раза.
На рис. 4 представлены результаты расчета зависимости
расщепления ∆QD

TF от радиуса нанокристалла. Сплош-
ная и штриховая кривые рассчитаны соответственно с
учетом и без учета различия фоновых диэлектрических
проницаемостей нанокристалла и матрицы. Пунктирной
кривой соответствует расчет по формуле (42), в которой
параметр η̄ заменен на η. Темными [8] и светлыми [6]
кружками отмечены экспериментальные точки. При рас-
чете использовались следующие значения параметров
Латтинжера [26]: γ1 = 2.04, γ = 0.58, при которых
β = 0.275. Треугольниками показаны значения рас-
щепления ∆QD

TF , рассчитанные в методе псевдопотенциа-
ла [11].

Величины расщеплений ∆1 и ∆2 между подуровнями
±1U и ±1L и между подуровнями ±0U и ±1L соответ-
ственно даются выражениями

∆1(η̄) = 2

√
4η̄2 +

∆2

4
− η̄∆, (43)

∆2(η̄) = 2η̄ +
∆

2
+

√
4η̄2 +

∆2

4
− η̄∆. (44)
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Рис. 4. Зависимость расщепления ∆QD
TF от радиуса нанокри-

сталла, рассчитанная при κ1 = 8.4, κ2 = 2.25 (сплошная
кривая) и κ1 = κ2 = 8.4 (штриховая кривая) с учетом как
короткодействующего, так и дальнодействующего обменных
вкладов. Пунктирная кривая — расчет в пренебрежении даль-
нодействующим обменным взаимодействием. Темными [8] и
светлыми [6] кружками показаны экспериментальные значения
расщепления, треугольники — значения расщепления ∆QD

TF ,
рассчитанные в методе псевдопотенциала [11].

Рис. 5. Зависимости расщеплений ∆1 (1) и ∆2 (2) от радиуса
нанокристалла, рассчитанные при κ1 = 8.4, κ2 = 2.25 (сплош-
ные кривые) и κ1 = κ2 = 8.4 (штриховые кривые) с
учетом как короткодействующего, так и дальнодействующего
обменных вкладов. Пунктирные кривые — расчет в пренебре-
жении дальнодействующим обменным взаимодействием. Экс-
периментальные значения расщепления показаны темными [9]
и светлыми [6] кружками.

Для больших радиусов (η̄ � ∆) ∆1 ≈ ∆ − 2η̄,
∆2 ≈ ∆ + η̄. Для малых радиусов (η̄ � ∆)
∆1 ≈ 4η̄−∆/2, ∆2 ≈ 4η̄+∆/4. На рис. 5 представлены
результаты расчета зависимостей расщеплений ∆1 и ∆2

от радиуса нанокристалла. Пара сплошных (штрихо-
вых) кривых соответствует расчету с учетом (без уче-
та) различия фоновых диэлектрических проницаемостей
нанокристалла и матрицы. Верхняя кривая в каждой
паре описывает зависимость ∆2(R), а нижняя — ∆1(R).
Пунктирные кривые рассчитаны по формулам (43), (44),
в которых параметр η̄ заменен на η. Темными [9] и
светлыми [6] кружками отмечены экспериментальные
точки.

7. Обсуждение результатов

Как видно из рис. 4, 5, теоретические кривые, получен-
ные с учетом дальнодействующего обменного взаимо-
действия, хорошо описывают экспериментальные данные
для расщеплений ∆1 и ∆2, тогда как для расщепления
∆QD

TF имеется существенное несоответствие теории и
эксперимента для нанокристаллов малого радиуса. Од-
нако именно это расщепление особо чувствительно к
форме нанокристаллов. В самом деле, как отмечалось
выше, при малых радиусах ∆QD

TF ≈ 3∆/4. С другой
стороны, слабое отклонение формы нанокристалла от
сферической обычно описывается введением сохраня-
ющей объем однородной одноосной деформации вдоль
гексагональной кристаллической оси C6, в результате
чего нанокристалл приобретает форму вытянутого или
сплюснутого эллипсоида вращения [5–7]. Учет этой
деформации приводит к перенормировке величины ∆,
которая получает добавку, пропорциональную R−2 [27].
Поскольку именно для нанокристаллов малых размеров
отклонение формы от сферической наиболее вероятно,
то неудивительно, что развитая нами теория в этом
случае неадекватно описывает эксперимент. В то же
время расщепления ∆1 и ∆2 менее чувствительны к
несферичности квантовых точек. Из рис. 5 видно, что экс-
периментальные точки из работы [9] лучше описываются
сплошной кривой (κ1 6= κ2), а из работы [6] — штри-
ховой (κ1 = κ2). Это объясняется тем, что в работе [9]
исследовались нанокристаллы, полученные в результате
термически активируемого фазового распада пересыщен-
ного твердого раствора полупроводника в стеклянной
матрице [28]. В этом случае фоновая диэлектрическая
проницаемость окружения нанокристаллов должна по-
лагаться равной квадрату показателя преломления света
в стекле. В работе [6] исследовались химически синте-
зированные нанокристаллы, диэлектрическое окружение
которых было иным.
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