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В рамках четырехмерного формализма динамических функций Грина получены интегральные представле-
ния для электроупругих полей движущихся дислокаций и дисклинаций в пьезоэлектрических кристаллах.
Рассмотрены случаи непрерывного распределенных и одиночных линейных дефектов. Правильность полу-
ченных результатов подтверждается выполнением требований соответствия при переходе к чисто упругому
решению.

Линейные дефекты кристаллической решетки являют-
ся объектом исследования с точки зрения как механи-
ческих [1], так и электрических [2] свойств. Природа
электрической активности дефектов зависит от рода
кристаллов. Здесь речь пойдет о пьезоэлектрических
кристаллах [3–5], в которых благодаря электрической
поляризации линейные дефекты обладают связанными
электроупругими полями [6–8]. Теоретическое исследо-
вание этих полей — весьма актуальная задача, привле-
кавшая внимание ряда исследователей [6–8].

В случае чисто упругого тела с использованием функ-
ций Грина были получены общие решения для произ-
вольных распределений движущихся дислокаций и дис-
клинаций [9,10]. При этом упругие поля полностью вы-
ражаются через плотности и потоки дефектов. В случае
пьезоупругого тела такое общее решение для электро-
упругих полей произвольно распределенных движущих-
ся линейных дефектов (дислокаций и дисклинаций) до
настоящего времени не было получено. Попытку, сделан-
ную в работе [8], нельзя считать вполне успешной, так
как решение в ней выражается не через потоки дефектов,
а через макроскопические величины скоростей пластиче-
ской деформации и пластического изгиба-кручения. Цель
настоящей работы — восполнение указанного пробела.

1. Формулировка задачи

В континуальной теории исходят из предположения,
что линейные дефекты (дислокации и дисклинации)
эквивалентны некоторым пластическим (сингулярным)
базисным полям [9]. Последние, как будет показано
далее, можно заменить распределениями фиктивных объ-
емных сил fi и зарядов g. Поэтому задача определения
электроупругих полей дефектов сводится к некоторой
задаче пьезоупругости при заданных fi и g.

Рассмотрим пьезоэлектрический кристалл, который
характеризуется тензорами упругих λi jkl , диэлектриче-
ских εi j и пьезоэлектрических βki j констант (обозначения
согласно [3], §17), удовлетворяющими известным свой-
ствам симметрии [3–5]. Здесь и далее, если это не огово-

рено особо, индексы, обозначенные малыми латинскими
буквами, принимают значения 1, 2, 3. Константы входят
в линейные уравнения состояния, связывающие упругие
напряжения σi j и электрические смещения Di с упругими
деформациями ekp и напряженностью электрического
поля Ek [3–5]. Выражая ekp через вектор упругого
смещения up в виде epk = (up,k + uk,p)/2, а Ei — через
электрический потенциал ϕ в виде Ei = −ϕ,i , указанные
уравнения состояния можно записать следующим обра-
зом [3–5]: σi j = λi jkpup,k + βki jϕ,k; Di = βikpup,k − εi jϕ, j .
Здесь индекс после запятой означает дифференцирова-
ние по соответствующей координате.

Для определения смещения ui и потенциала ϕ при
заданных fi и g имеем уравнения движения частиц тела
(уравнения теории упругости) [4] σi j , j − püi = − fi и
уравнение электростатики [3] Di, j = g, где ρ — плот-
ность тела, точка сверху означает дифференцирование
по времени. Подставляя в эти уравнения выражения для
σi j и Di , получаем неоднородные уравнения, содержащие
только uk и ϕ,

λi jkpuk,p j − püi + βki jϕ,k j = − fi , (1)

β jkpuk,p j − ε jkϕ, jk = −g. (2)

Теперь в уравнениях (1), (2) необходимо выразить fi и g
через базисные пластические поля линейных дефектов.

Согласно [9], тело с движущимися дислокациями
и дисклинациями характеризуется набором базисных
пластических полей: деформации ep

i j , изгиба-кручения
κp

i j , скорости vp
l и поворота ωp

q . Как показано в [9]

(см. также [11]), пластическую скорость vp
l можно для

физических дефектов положить равной нулю. Величины
κp

i j и ωp
q не входят в уравнения состояния. Поэтому fi

и g будут определяться фактически только пластической
деформацией ep

i j . При наличии ep
i j 6= 0 имеем

ekp = eT
kp− eP

kp =
1
2

(up,k + uk,p)− eP
kp, (3)

где eT
kp — полная (пластическая плюс упругая) деформа-

ция, а в уравнениях (1), (2) полагаем fi = g = 0 (роль
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внешних сил и электрических зарядов играют теперь
базисные пластические поля дефектов). С учетом этого
уравнения (1), (2) принимают вид

λi jkp = uk,p j − ρüi + βki jϕ,k j = λi jkpeP
pk, j , (4)

β jkpuk,p j − ε jkϕ, jk = β jkpeP
pk, j (5)

Сравнивая уравнения (1), (2) и (4), (5), видим, что
линейные дефекты в пьезокристалле эквивалентны рас-
пределению фиктивных объемных сил fi и зарядов g,
величина которых определяется равенством

fi = −λi jkpeP
pk, j , (6)

g = −β jkpeP
pk, j . (7)

Задача состоит в интегрировании неоднородных уравне-
ний (4), (5). В общем виде это можно сделать, используя
формализм функций Грина.

2. Четырехмерный формализм
функций Грина

В силу симметрии материальных констант и урав-
нений задачи (1), (2) удобно ввести четырехмерные
динамические тензорные функции Грина Gαβ(r, t), где
r — радиус-вектор, t — время; индексы, обозначенные
греческими буквами, принимают значения 1, 2, 3, 4. В
статическом случае такие функции Грина вводились в
работе [12].

Произведя преобразование Фурье

f̄ (ω, k) =

∫∫
f (r, t) exp

[
i(kr− ωt)

]
dr dt,

уравнения (1), (2) можно представить в матричной
форме

Dαβ(ω, k)Ūβ(ω, k) = F̄α(ω, k), (8)

где (4 × 2)-матрица Dαβ(ω, k) имеет вид (δik — символ
Кронекера)

Dik = λi jkpkpkj − ρω
2δik,

Di4 = D4i = βki j kkkj , D44 = −ε jkkjkk,

а компоненты четырехмерных векторов Uα и Fα равны

Ui = ui, U4 = ϕ,

Fi = − fi , F4 = −g.

Исходя из вида уравнения (8), Фурье-трансформанту
функции Грина Ḡαβ(ω, k) определим соотношением

Dαβ(ω, k) Ḡβγ(ω, k) = δαγ , (9)

где δαγ — четырехмерный аналог символа Кронекера.
Умножая обе части (9) на матрицу D−1

αβ(ω, k), находим

Ḡαβ(ω, k) =
dβα(ω, k)

D(ω, k)
, (10)

где D(ω, k) — определитель матрицы Dαβ(ω, k),
dαβ(ω, k) — алгебраическое дополнение элемента
Dαβ(ω, k).

В соответствии с видом уравнений (8), (9) функ-
ция Грина Gαβ описывает отклики пьезоупругого те-
ла различного типа: смещение-сила (компоненты Gik),
потенциал-сила (компоненты G4k), смещение-заряд (ком-
поненты Gi4) и потенциал-заряд (компоненты G44).

В дальнейшем нам понадобится также уравнение для
Gαβ(r, t). Путем обратного преобразования Фурье над
уравнением (9) получаем

D̂αβ

(
−i

∂

∂t
, i

∂

∂xp

)
Gβγ(r, t) = δαγδ(r)δ(t), (11)

где D̂αβ(−i ∂/∂t, i ∂/∂xp) — матрица с операторными
элементами, которая получается из матрицы Dαβ(ω, k)
путем подстановки ω → −i ∂/∂t, kp→ i ∂/∂xp.

3. Электроупругие поля линейных
дефектов

Решение основного уравнения (8) дается равенством

Ūγ = ḠγαF̄α

или после обратного преобразования Фурье

Uα(r, t) =

∫∫
Gαβ(r− r′, t − t ′) Fβ(r′, t ′) dr′dt′,

где Uα = (ui, ϕ), Fβ = (− fi , g). Подставляя сюда
выражения (6), (7) для плотности фиктивных объемных
сил fi и зарядов g, получаем выражения для смещений
ui и электрического потенциала ϕ, создаваемых движу-
щимися дефектами

ui(r, t) = −

∫∫ {
Giq(R, T)λq jkpe

P
pk, j′(r′, t ′)

+ G4i(R, T)βikpeP
pk, j′(r′, t ′)

}
dr′dt′, (12)

ϕ(r, t) = −

∫∫ {
G4q(R, T)λq jkpe

P
pk, j′(r′, t ′)

+ G44(R, T)βikpeP
pk, j′(r′, t ′)

}
dr′dt′, (13)

где R = r− r′, T = t − t ′.
Формулы (12), (13) содержат макроскопическую ха-

рактеристику eP
pk — тензор пластической деформации.

Чтобы исключить макроскопические характеристики и
выразить электроупругие поля через характеристики де-
фектов (тензоры плотности и потока), необходимо про-
делать процедуру преобразований решения (12), (13),
которая во многом аналогична преобразованиям в ра-
боте [10] в случае чистой упругости. При этом исполь-
зуются уравнения (11) для функции Грина, а также
определяющие соотношения для тензоров плотности αik,
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θik и потока Jkl , Skq дислокаций и дисклинаций [9]
(см. также [11])

αpl = −εpmk
(
eP

kl,m + εklqκP
mq

)
,

θpq = −εpmkκP
kq,m,

Jkl = ėP
kl + εklqω

P
q ,

Skq = −ωP
q,k + κ̇P

kq.

Здесь, как и выше, положили пластическую скорость
vp

l = 0, что не сказывается на конечных результатах.
Не приводя подробные выкладки, запишем сразу окон-

чательные выражения для тензора упругой деформации
emn и вектора электрической напряженности Ek

emn(r, t) =

∫∫ {[
εpmkCαikl Gαn,iαpl − ρĠlnJml

]
− εpmk

[
εqslCαikl Hαn,isθpq− ρḢkn,sSsp

]}
(mn)

dr′dt′, (14)

Em(r, t) =

∫∫ {[
εpmkCαikl Gα4,iαpl − ρĠl4Jml

]
− εpmk

[
εqslCαikl Hα4,isθpq− ρḢk4,sSsp

]}
(mn)

dr′dt′, (15)

где mn — операция симметризации, εpmk — единичный
антисимметричный тензор и для простоты записи опу-
щены аргументы (R, T) у функций Грина Gαβ и потен-
циалов Hαβ , а также аргументы (r′, t ′) у функций αpl ,
θpq, Jml, Ssp. Здесь введен тензор материальных констант
Cαβδγ , у которого Cjikl = λ jikl , C4ikl = βikl , а остальные
компоненты равны нулю. Потенциалы Hαβ(r, t) опреде-
ляются согласно [10]

Hαβ(r, t) =

∫
Gαβ(r′, t)(2πR)−1dr′.

При переходе к чисто упругому случаю, когда
C4ikl = βikl = 0, Gα4 и Hα4 обращаются в соответствии с
уравнением (9) в нуль, а электрическое поле Em исчезает
(15). В этом случае из (14) следует выражение

emn(r, t) =

∫∫ {[
εpmkλ jikl Gjn,iαpl − ρĠlnJml

]
−εpmk

[
εqslλ jikl Hjn,isθpq−ρḢkn,sSsp

]}
(mn)

dr′dt′,

которое совпадает с выражением (4.6) из работы [10],
что является подтверждением правильности полученных
результатов.

Решения (14), (15) справедливы при произвольном
распределении движущихся дислокаций и дисклинаций.
Отсюда легко получить решения для случая одиночных
дефектов. Для этого необходимо подставить в (14), (15)

известные выражения [10] для плотностей

αpl(r, t) =

∮
L(t)

δ(R)
{

bl + εlqrΩq(x
′
r − x0

r )
}

dL′p,

θpq(r, t) =

∮
L(t)

δ(R)ΩqdL′p

и потоков

Jkl(r, t) =

∮
L(t)

εpmkδ(R)
{

bl + εlqrΩq(x
′
r−x0

r )
}

vm(r′, t ′)dL′p,

Skq(r, t) =

∮
L(T)

εpmkδ(R)Ωqv′m(r′, t)dL′p

дислокаций и дисклинаций одиночного линейного де-
фекта и произвести интегрирование. Здесь L(t) — ли-
ния дефекта; x0

r — координата точки на оси поворота;
bl — вектор Бюргерса дислокации, связанной с линией
дефекта; Ωq — вектор Франка, vm — скорость движения
L(t). В результате интегрирования с учетом свойств
дельта-функций получаем

emn(r, t) =

∫∫
L(t)

{
εpmk

(
Cαikl Gαn,i + ρĠlnv′k

)
×
(
bl + εlqrΩq(x

′
r − x0

r )
)
− εqmkεpsl(Cαikl Hαn,is

+ ρḢkn,sv
′
l)Ωq

}
dL′pdt′(mn), (16)

Em(r, t) =

∫∫
L(t)

{
εpmk

(
Cαikl Gα4,i + ρĠl4v′k

)
×
(
bl + εlqrΩq(x

′
r − x0

r )
)
− εqmkεpsl(Cαikl Hα4,is

+ ρḢk4,sv
′
l)Ωq

}
dL′pdt′, (17)

При переходе к чисто упругому случаю электрическое
поле Em исчезает, а выражение (16) совпадает с выраже-
нием (5.7) из работы [10]. Тензор упругих напряжений
σi j и вектор электрического смещения Di , создаваемые
движущимися линейными дефектами, можно найти с
помощью уравнений состояния [3–5], подставляя в них
полученные выражения (14), (15) или (16), (17) для
упругих деформаций emn и вектора напряженности элек-
трического поля Em.

Таким образом, получены общие решения для электро-
упругих полей движущихся дислокаций и дисклинаций
в пьезоэлектрических кристаллах. При этом физически
наблюдаемые поля определяются через тензоры плотно-
сти и потока дислокаций и дисклинаций, которые следует
считать заданными.
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