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Энергетика термоупругого эффекта в твердых телах
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Для одномерной модели твердого тела — цепочки атомов с ангармоническим взаимодействием —
установлена зависимость температуры от внешней адиабатической деформации. Полученные зависимости
средних кинетической и потенциальной составляющих внутренней энергии от этой деформации сопоставлены
с моделью адиабатического нагружения одиночного осциллятора.

Термоупругий эффект заключается в изменении тем-
пературы тела при его упругом адиабатическом нагру-
жении. При растяжении тела с положительным коэффи-
циентом термического расширения температура понижа-
ется, при сжатии — возрастает. Хорошим приближением
в описании термоупругого эффекта является формула
Кельвина [1,2]

∆T
T

= −
α

C
σ, (1)

где T и ∆T — температура тела и ее изменение при
нагружении, σ — напряжение, α — линейный коэф-
фициент термического расширения, C — удельная (на
единицу объема) теплоемкость. Присутствие коэффици-
ента термического расширения в формуле (1) указывает
на то, что данный эффект обусловлен ангармонизмом
межатомного взаимодействия.

Энергетика термоупругого эффекта обладает интерес-
ными особенностями. Так, при сжатии тела, когда его
температура повышается, увеличение тепловой энергии
тела (C∆T) на порядки (при малых нагрузках) превы-
шает измеряемую работу деформации [3]. Этот факт,
а также уменьшение тепловой энергии тела (падение
температуры) при растяжении, когда над телом тоже
совершается работа, делают желательным детальное
рассмотрение энергетической стороны термоупругого
эффекта.

1. Аналитическое рассмотрение

Анализ энергетики термоупругого эффекта проведем
на примере одномерной цепочки атомов.

Межатомное взаимодействие в силу малости рассма-
триваемых деформаций достаточно задать в виде потен-
циала с кубической ангармоничностью

ϕ(x) =
f
2

x2 −
g
3

x3, (2)

где динамическая переменная x = r−r0, r0 — координата
дна ямы, равная равновесному межатомному расстоянию
a в механическом пределе.

Для расчета термодинамических характеристик мож-
но воспользоваться самосогласованным эйнштейновским
приближением [4]. Тогда свободная энергия цепочки из
N� 1 атомов в расчете на один атом при учете только
ближайших соседей имеет вид [5]

F = −
kT
2

+ kT ln
~

2kT

√
φ

m
+ ψ(∆a), (3)

где ψ(x) — смягченный потенциал парного взаимодей-
ствия, φ — силовая постоянная, определяемая из усло-
вий самосогласования, ∆a = aε — среднее смещение
атома от положения равновесия, ε — относительная
деформация связей.

На масштабах, значительно превышающих величину
kT/φ, которая представляет собой средний квадрат ам-
плитуды колебаний атомов, для потенциала ψ и силовой
постоянной φ справедливы длинноволновые разложе-
ния [5]

ψ(x) ≈
kT
2

+ ϕ(x) + O(ϕIV/ϕ′′),

φ(x) ≈ 2ϕ′′(x) + O(ϕIV/ϕ′′). (4)

Тогда для основных термодинамических функций вну-
тренней энергии, тензора напряжений и энтропии

w = F + TS, σ =
∂F
∂ε
, S= −

(
∂F
∂T

)
ε

получаем

w = kT + ϕ(∆a), P = −
1
a2

[
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]
,
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(
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)
. (5)

Тензор напряжений сводится в одномерном случае к
давлению P. Характерной особенностью внутренней
энергии w является ее аддитивность по отношению к
двум физическим компонентам: тепловой энергии и по-
тенциальной энергии взаимодействия. Такое выражение
является точным для кубического потенциала парного
взаимодействия. Характерной особенностью давления в

1548



Энергетика термоупругого эффекта в твердых телах 1549

системе является его аддитивность по отношению к тем
же двум составляющим: потенциальной, отражающей
упругость, и тепловой, связанной с энтропийной силой
теплового давления.

Рассмотрим теперь адиабатическое деформирование
одномерной атомной цепочки при постоянной энтро-
пии. Основой рассматриваемой здесь энергетики адиа-
батического деформирования является закон сохранения
энергии, имеющий в данном случае вид первого начала
термодинамики

dQ≡ TdS= dw+ Pa3dε = 0. (6)

Для конечных изменений величин выражение (6) сле-
дует проинтегрировать между начальным и конеч-
ным состояниями. Начальным состоянием является сос-
тояние термодинамического равновесия с температу-
рой T1 и соответствующей ей тепловой деформацией
ε1
∼= gkT1/a f2 [6]. Конечное состояние, вызванное

внешней деформацией, характеризуется температурой
T2 и деформацией ε2, которую можно в общем случае
представить в виде

ε2 = ε1 + ε f . (7)

При этом выражение (7) определяет механическую де-
формацию ε f в адиабатическом процессе.

Интегрируя (6), получаем

k∆T + ∆ϕ = −a3

ε2∫
ε1

P(ε, T)dε

= a

ε2∫
ε1

(
ϕ′(ε) +

kTϕ′′′

ϕ′′

)
dε

= ∆ϕ + kT ln

√
φ2

φ1
. (8)

В левой части (8) стоит изменение внутренней энер-
гии в адиабатическом процессе, состоящее из тепло-
вой и потенциальной частей. В правой части стоит
работа деформации, также состоящая из двух частей:
механической, в точности компенсирующей изменение
потенциальной части внутренней энергии, и энтропий-
ной, представляющей собой работу теплового давления.
Фигурирующие в (8) силовые постоянные можно найти
из (4).

Спецификой нагретого ангармонического тела являет-
ся тепловое расширение связей, в котором проявляется
баланс сил в положении термодинамического равнове-
сия, когда сила теплового давления уравновешивается
упругостью связей. Внешняя деформация приводит к
дополнительному растяжению связей, и на этом переме-
щении энтропийная сила теплового давления совершает
дополнительную работу до установления нового положе-
ния равновесия.

При небольших изменениях состояния в первом по-
рядке по ангармонической силовой постоянной из (8)
находим

∆T
T1

= −
gaε f

f
. (9)

Это выражение отвечает термоупругому эффекту —
изменению температуры при адиабатическом деформи-
ровании. Выражение (9) легко приводится к формуле
Кельвина (1) [7]. В виде же (9) это выражение в
сочетании с формулой (5) для w позволяет провести
анализ поведения составляющих внутренней энергии в
адиабатическом процессе деформирования.

Перепишем выражение (5) для внутренней энергии в
виде

w =
1
2

kT +
1
2

kT + ϕ(∆a). (10)

Первый член здесь представляет собой среднюю кине-
тическую энергию на одну степень свободы Ek, а два
вторых — среднюю потенциальную Ep (по определению,
внутренняя энергия представляет собой усредненную
по ансамблю полную энергию системы за вычетом
ее макроскопического движения и результата действия
внешних сил). Используя (9), для этих составляющих
находим для конечного состояния в первом порядке по g

Ek(ε f ) = E1

(
1−

gaε f

f

)
,

Ep(ε f ) = E1

(
1 +

gaε f

f

)
+ ϕ(aε f ), (11)

где E1 = 1
2kT1.

В начальном состоянии из (10) имеем

Ek = E1, Ep = E1 + ϕ(aε1) = E1 + 2
g2

f 3
E2

1 . (12)

Выражение для Ep отличается от (11) на величину
квадратичного по g члена. При его учете средние по-
тенциальная и кинетическая составляющие в (12) отли-
чаются друг от друга, что отвечает нарушению теоремы
вириала в ангармонических системах. Несложными, но
громоздкими вычислениями можно показать, что осталь-
ные добавки второго порядка по g к (11) оказываются
квадратичными по силе и при небольших нагрузках, о ко-
торых идет речь далее, несущественны. Таким образом,
(11) при небольших нагрузках можно считать равным

Ek(ε f ) = E1

(
1−

gaε f

f

)
,

Ep(ε f ) = E1

(
1 + 2

g2

f 3
E1 +

gaε f

f

)
+ ϕ(aε f ). (13)

Эти зависимости энергии можно проследить в механике
адиабатического нагружения ангармонического осцилля-
тора, предложенной в [8].
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2. Сравнение с адиабатическим
нагружением одиночного
осциллятора

Выше при построении термодинамики цепочки атомов
была использована самосогласованная эйнштейновская
модель. Согласно этой модели, основанной на вари-
ационной теореме статистической физики, свободная
энергия системы рассчитывается, исходя из ансамбля
осцилляторов. Поэтому представляет интерес сравнить
полученные результаты с результатами, получающимися
при численном усреднении в модели адиабатического
нагружения одиночного осциллятора [8]. Это тем более
важно, поскольку в механической модели мы имеем дело
с временны́ми усреднениями, а в термодинамической —
с усреднениями по ансамблю (эргодическая гипотеза).
Поскольку внутренняя энергия и ее составляющие (13)
допускают механическую аналогию, эти величины есте-
ственно использовать для сравнения.

В механической модели [8] ангармонический осцил-
лятор с начальной энергией E0 = 0.2D, где энергия
диссоциации осциллятора (2) D = f 3/6g2, нагружался
медленно нарастающей внешней силой. После прихода
системы в конечное состояние производились временны́е
усреднения кинетической и потенциальной составляю-
щих ее энергии для различных значений этой силы.
Эти величины и можно сопоставить со значениями,
рассчитанными по формулам (13).

Для этого необходимо пересчитать деформацию, фи-
гурирующую в (13), на внешнюю нагрузку F = −Pa2 в
конечном нагруженном состоянии. Можно показать, что

Сопоставление аналитических силовых зависимостей энер-
гии (сплошные линии) и численных результатов (точки).
1 — средняя кинетическая энергия, 2 — средняя потенциаль-
ная энергия.

в первом по ангармонизму порядке эта связь осуществля-
ется нелинейным законом упругости F = f aε f −g(aε f )

2.
При рассматриваемых далее нагрузках вклад в энергии
от нелинейного члена в этой зависимости не превышает
нескольких процентов, поэтому им можно пренебречь.
Сравнение термодинамических и механических энерге-
тических параметров представлено на рисунке. При этом
энергии измеряются в единицах энергии диссоциации D,
а сила — в единицах предельной прочности Fm = f 2/4g.
Можно видеть вполне удовлетворительное согласие этих
данных. Расхождения (особенно в области растяжения)
связаны, по-видимому, в основном с квадратичными
по ангармонической постоянной g силовыми добавка-
ми к (13).

Величина Формула (14) Механическая система

Ek/D 0.09833 0.09821
Ep/D 0.10167 0.10172

Отличие средних потенциальной и кинетической со-
ставляющих друг от друга выражает отклонение ангар-
монической системы от теоремы вириала. В отсутствие
внешней нагрузки внутренняя энергия, согласно (12),
равна

E0 = E1

(
2 +

E1

3D

)
,

откуда

Ek ≡ E1
∼=

1
2

E0

(
1−

E0

12D

)
,

Ep
∼=

1
2

E0

(
1 +

E0

12D

)
. (14)

Значения энергий из (14) приведены в таблице вместе со
значениями, полученными численно для механической
системы.

Таким образом, и здесь наблюдается хорошее согласие
с механическим расчетом.

Результатом работы является детализация энергетики
адиабатически нагружаемого ангармонического твердого
тела. Получены формулы для деформационных зави-
симостей средних кинетической и потенциальной со-
ставляющих внутренней энергии. Эти зависимости хо-
рошо согласуются с численной механической моделью
и наглядно иллюстрируют нарушение теоремы вири-
ала, характерное для ангармонической системы с не-
однородной функцией потенциальной энергии. Именно
изменения кинетической и потенциальной составляю-
щих и объясняют интересную энергетику термоупругого
эффекта.

Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (код проек-
та 96-03-32467a).
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