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Исследован, обусловленный обменным магнитоупругим взаимодействием, эффективный упругий ан-
гармонизм антиферромагнетиков типа ”легкая плоскость”, в которых имеет место фазовый переход
антиферромагнетизм–ферромагнетизм. Вблизи перехода такой ангармонизм может проявляться в нелинейных
взаимодействиях продольных акустических волн, приводящих к магнитоакустическим эффектам преобразо-
вания частоты волн. Показано, что в области фазового превращения происходит усиление этих эффектов
за счет возрастания на несколько порядков величины эффективных модулей упругости третьего порядка. В
качестве примера рассмотрена генерация вторых продольных звуковых гармоник.

Магнитоупругое (МУ) взаимодействие спиновых и
упругих колебаний в магнетиках приводит к измене-
нию модулей упругости. Эти изменения описываются
динамическим МУ-вкладом ∆Ĉ в эффективные моду-
ли упругости (Ĉ → Ĉef = Ĉ + ∆Ĉ) и проявляются
в различных магнитоакустических эффектах [1–6]. В
частности, с модулями второго порядка ∆Ĉ(2) связаны
эффекты Фарадея и Фогта (или Коттона–Мутона) [3,6,7],
а с модулями упругости третьего порядка ∆Ĉ(3) —
различные нелинейные эффекты, например вынужденное
комбинационное рассеяние, а также генерация второй
акустической гармоники бегущих звуковых волн [1,2].

В [1,4] появление динамических модулей ∆Ĉ в
антиферромагнетиках (АФ) вызвано анизотропным
МУ-взаимодействием, зависящим от направления
антиферромагнитного вектора L. Колебания этого
вектора, связаны с упругими деформациями ei j наиболее
сильно и приводят к гигантскому ангармонизму [1]:
∆C(3) ≈ (103−104)Ĉ(2). Вклад же колебаний вектора
ферромагнетизма (ФМ) M в ∆Ĉ пренебрежимо
мал из-за незначительной величины относительной
намагниченности m0 = M/2M0 ≈ (H/2HE) � 1, где
H — внешнее поле, а HE — эффективное обменное
поле.

В настоящей работе исследуется эффективный упру-
гий ангармонизм АФ, обусловленный в отличие от [1,4]
не анизотропным, а обменным МУ-взаимодействием,
наиболее существенным вблизи магнитного фазового
перехода АФ–ФМ.

Обменно-стрикционное взаимодействие, а также его
вклад ∆Ĉ в эффективные модули упругости зависят от
величины намагниченности m0: ∆Ĉ∼ m0. В окрестности
фазового перехода АФ–ФМ обменное поле HE → 0,
а относительная намагниченность возрастает до своего
критического значения m0

Cr = (3H/4HE) . 1 [5,8].
Поэтому обменное МУ-взаимодействие и связанные с
ним нелинейные акустические эффекты в АФ могут
проявляться наиболее сильно именно вблизи такого
перехода.

Переходы АФ–ФМ детально изучались в соединении
Mn2−xCrxSb [5,8–10] с тетрагональной симметрией типа
P4/nmm. Поэтому рассмотрение акустических свойств
АФ, связанных с модулями упругости ∆Ĉ(m0), будем
проводить на примере этого соединения.

1. Равновесное состояние

Рассмотрим тетрагональный двухподрешеточный АФ
с магнитной анизотропией типа ”легкая плоскость”.
К таким АФ относится, в частности, соединение
Mn1.88Cr0.12Sb, в котором наблюдается фазовый переход
АФ–ФМ. Как показано в [5], его можно описывать на
основе двухподрешеточной модели. Запишем плотность
термодинамического потенциала в антиферромагнитной
области в виде

F = 2M0

{
H0

Em2 +
1
2

HAl2
3 +

1
2

hAm2
3 −Hm

+
1
2
µpq

∂l
∂ap

∂l
∂aq

+
1
2
λpq

∂m
∂ap

∂m
∂aq

}

+ Bi j ei j + Gi j ei j m
2 +

1
2

Ci jkl ei j ekl

+
1
6

Ci jklmnei j eklemn + Peii . (1)

Здесь

m =
M(1) + M(2)

2M0
, l =

M(1) −M(2)

2M0
— (2)

относительные векторы ФМ и АФ, M(n) = ρ0µ
(n),

где µ(n) — плотность магнитных моментов подрешеток
(n = 1, 2), ρ0 — плотность вещества до деформации,
|M(1)| = |M(2)| = M0, поэтому

ml = 0, m2 + l2 = 1, (3)

H и HE — внешнее и обменное поля, HA, hA — поля
магнитной анизотропии, µpq, λpq — константы неод-
нородного обмена, Bi j , Gi j — обменно-стрикционные
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константы, Ci jkl и Ci jklmn — модули упругости второго
и третьего порядков при M0 = 0, P — величина
гидростатического давления,

ei j =
1
2

(ui, j + uj,i + us,ius, j) — (4)

тензор деформации, где ui = (xi − ai) — упругое
смещение, ui, j ≡ ∂ui/∂aj , xi и ai — координаты точек
тела до и после деформации.

Заметим, что в (1) учтено только обменное
МУ-взаимодействие, связанное с изменением объема
∆V/V0 = eii кристалла, и отсутствует энергия
анизотропного (A) МУ-взаимодействия

FA
me = Gi jkl ei j mkml + Bi jkl ei j lkll . (5)

Вблизи фазового перехода АФ–ФМ это взаимодействие
(вообще говоря, релятивистского происхождения) явля-
ется более слабым, чем обменное МУ-взаимодействие,
т. е.

|Gi jkl mkml | � |Gi j m
2|, |Bi jkl lkll | � |Bi j | (6)

при i j = 11, 22, 33. Об этом свидетельствует боль-
шое изменение объема ∆V/V0 при переходе АФ–ФМ
(например, в соединениях Mn1.88Cr0.12Sb [10] и FeRh [9]
∆V/V0 ≈ 0.1%).

Предположим, что внешнее магнитное поле H прило-
жено в базисной плоскости. В этом случае равновесные
векторы m0 ‖ H и l0 ⊥ H также лежат в этой плоско-
сти [1].

В дальнейшем удобно перейти к повернутой системе
координат {ai}, связанной с направлениями внешнего
поля H ‖ a1 и вектора АФ l0 ‖ a2, а C ‖ a3, где
C — главная ось кристалла. Эта система получается
поворотом кристалло-физической (исходной) системы
{a0

i } на угол ϕH вокруг оси C ‖ a3, где ϕH — угол между
осью a0

1 и полем H.
Из условий минимума энергии ∂F/∂e0

α = 0 и
∂F/∂m0 = 0 (с учетом (3)) следует, что равновесные
значения деформации e0

α и намагниченности m0 опреде-
ляются из равенств

e0
α = −Sαβ(PEβ + Bβ + Gβm2

0), (7)

2(HE − Hmem
2
0)m0 = H. (8)

Здесь Ŝ = Ĉ−1 — тензор упругой податливости, Eβ —
тензор с компонентами E1 = E2 = E3 = 1, HE —
эффективное обменное поле, перенормированное из-за
МУ-взаимодействия и давления,

HE = H0
E −

1
2M0

SαβGα(PEβ + Bβ), (9)

Hme =
1

2M0
SαβGαGβ. (10)

При записи (7), (9) использованы сокращенные обо-
значения индексов: 11 — 1, 22 — 2, 33 — 3, 23 = 32 — 4,
13 = 31 — 5, 12 = 21 — 6. В дальнейшем индексы α, β,
ν пробегают значения 1, 2, . . . , 6.

2. Амплитуды связанных колебаний

Перейдем теперь к установлению МУ-связи между
амплитудами спиновых и упругих колебаний. Для этого
используем уравнения Ландау–Лифшица

˙̃m = −γ{[mH(m)] + [lH(l)]},

˙̃l = −γ{[mH(l)] + [lH(m)]}, (11)

где m̃ = m−m0, l̃ = (l− l0) — отклонения этих векторов
от их равновесных значений, γ — магнитомеханическое
отношение, H(m) и H(l) — эффективные поля,

H(m)
i =

1
2M0

{
−
∂F
∂mi

+
∂

∂ak

∂F
∂(∂mi/∂ak)

}
,

H(l)
i =

1
2M0

{
−
∂F
∂ li

+
∂

∂ak

∂F
∂(∂ ll/∂ak)

}
. (12)

Будем считать, что величины mi , li изменяются по
закону exp{i(ka− ωt)}, где ω и k — частота и волновой
вектор МУ-волн. Используя в уравнениях (11) выраже-
ние (1) для F , получим в линейном (L) приближении

m̃L
1 =

m0l2
0γ

2
(
HA + µ(k)

)
M0(ω2 − ω2

ak)
Gαẽα,

l̃ L
2 = −

m0

l0
m̃L

1, l̃ L
3 = −

iωγm0l0Gα ẽα
M0(ω2 − ω2

ak)
. (13)

Здесь ẽα — динамическая часть тензора деформации,
ωak — собственные частоты спиновых колебаний, отно-
сящихся к ”антиферромагнитной” моде [5]

ωak = γ
{(

HA + µ(k)
)
[2(HE − Hmem

2
0)l

2
0

+ µ(k)m2
0 + λ(k)l2

0 ]
}1/2

,

где

µ(k) ≡ µpqkpkq, λ(k) ≡ λpqkpkq. (14)

Колебания переменных l1, m2, m3, относящиеся к
”квазиферромагнитной” моде ω fR [5], не связаны с
обменно-стрикционным взаимодействием. В отсутствие
анизотропного МУ-взаимодействия (FA

me = 0) эти пере-
менные не зависят от упругих деформаций и поэтому в
дальнейшем не рассматриваются.

При исследовании нелинейных магнитоакустических
эффектов необходимо знать нелинейную зависимость
m̃1 от ẽα . Ее можно определить из уравнений (11)
методом последовательных приближений, принимая за
первое приближение соотношения (13).

В дальнейшем ограничимся областью малых k, в
которой ωak ≈ ωa0, где ωa0 = l0γ[2(HE−Hmem2

0)HA]1/2 —
частота активации спиновых колебаний, получаемая из
(14) при k = 0 (частота АФМР). В этом случае
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нелинейная (NL) часть m̃1 имеет вид

m̃NL
1 =

γ2
{

l0HA f1(ω) + (iω/γ) f2(ω)
}

ω2 − ω2
ak

, (15)

где f1,2(ω) — представления Фурье-величин,

f1 = 2HEm̃L
1 l̃ L

2 + (l0m̃L
1 + m0 l̃ L

2 )
Gα

M0
ẽα, f2 = HAl̃L

2 l̃ L
3 , (16)

которые в силу МУ-связи (13) зависят от тензора дефор-
мации ˆ̃e квадратичным образом.

3. Динамические модули упругости
второго порядка

Для АФ с МУ-связью уравнения движения для упру-
гого смещения u имеют вид

ρ0üi =
∂τik

∂ak
, τik = σkp

∂xi

∂ap
, σkp =

∂F
∂ekp

, (17)

где τ̂ — тензор Пиола–Кирхгофа, σ̂ — тензор термоди-
намических напряжений [11]. Согласно (17) и (1),

σα = σe
α + σme

α , σe
α = PEα + Cαβeβ +

1
2

Cαβγeβeγ,

σme
α = Bα + Gαm2. (18)

Здесь σ̂e и σ̂me — упругая и магнитострикционная части
тензора σ̂ .

Используя в (18) соотношения МУ-связи (13), пред-
ставим динамическую часть тензора σ̂ в виде

σ̃L
α = Cef

αβ ẽβ, Cef
αβ = Cαβ(ê0) + ∆Cαβ(ω),

Cαβ(ê0) = Cαβ + Cαβγe0
γ,

∆Cαβ(ω) =
2m2

0l2
0γ

2
(
HA + µ(k)

)
M0(ω2 − ω2

ak)
GαGβ, (19)

где Cef
αβ — тензор эффективных модулей упругости

второго порядка, ∆Cαβ — динамические модули, обусло-
вленные МУ-взаимодействием спиновых и упругих коле-
баний, амплитуды которых связаны соотношением (13).

4. Эффекты смешивания частот

Нелинейная часть тензора напряжений

σ̃NL
α =

1
2

Cαβγ ẽβ ẽγ + 2Gαm0m̃NL
1 + Gα(m̃L

1)2, (20)

согласно (13), (15), связана с тензором деформации
ẽα квадратичной зависимостью. Такая нелинейная связь
между упругим напряжением и деформациями приводит
к смешиванию частот звуковых колебаний [12], а именно:
в результате взаимодействия двух колебаний с частотами

ω1 и ω2 образуются нелинейные волны с комбинацион-
ными частотами ω2±ω1 или удвоенной частоты 2ω1, 2ω2.

Каждому из этих эффектов соответствует определен-
ное значение термодинамического напряжения σ̃NL

α (20).
Чтобы определить эти значения, представим упругое
смещение в виде суммы двух колебаний

ũ =
1
2

{
2∑

n=1

ũ(n)(a) exp[i(k(n)a− ωnt)] + c.c

}
, (21)

где k(n) — волновые числа на частоте ωn (n = 1, 2).
Учитывая в (20) выражения (4), (13), (15), (21),

находим

σ̃NL
α =

1
2

{
σα(0) +

4∑
ν=1

σα(Ων) exp(−iΩνt) + c.c

}
. (22)

Здесь введены обозначения

Ω1 = 2ω1, Ω2 = 2ω2, Ω3 = ω1 +ω2, Ω4 = ω2−ω1,

σα(0) =
1
4

{
Cef
αβγ(0; ω1,−ω1)e

(1)
β e(1)∗

γ

+ Cef
αβγ(0; ω2,−ω2)e

(2)
β e(2)∗

γ

}
,

σα(Ω1) =
1
4

Cef
αβγ(Ω1; ω1, ω1)e

(1)
β e(1)

γ ,

σα(Ω2) =
1
4

Cef
αβγ(Ω2; ω2, ω2)e

(2)
β e(2)

γ ,

σα(Ω3) =
1
4

Cef
αβγ(Ω3; ω2, ω1)(e

(1)
β e(2)

γ + e(2)
β e(1)

γ ),

σα(Ω4) =
1
4

Cef
αβγ(Ω4; ω2,−ω1)(e

(2)
β e(1)∗

γ + e(1)∗
β e(2)

γ ).

(23)
Соотношения (22), (23) записаны в квадратичном

приближении по тензору дисторсии ã(n)
i, j = ∂ũ(n)

i /∂aj ,

поэтому тензор деформации e(n)
α линейно зависит от ũ(n)

i, j

e(n)
α = ẽ(n)

α exp(ik(n)a), ẽ(n)
i j =

1
2

(ũ(n)
i, j + ũ(n)

j,i ), n = 1, 2.

(24)
В (23) σα(0) — напряжения, соответствующие обра-

щению частоты в нуль, σα(ω2 ± ω1) и σα(2ω1,2) —
напряжения, возникающие в процессах генерации волн
с комбинационными частотами и удвоенной частоты, а
Cef
αβγ — эффективные модули упругости третьего поряд-

ка, определяемые из формул

Cef
αβγ(Ω; ωn, ωp) = Cαβγ + ∆Cαβγ(Ω; ωn, ωp),

∆Cαβγ(Ω; ωn, ωp)

=
2γ4m2

0l2
0H2

A{2(l2
0 −m2

0)(ω
2
n + ω2

p + ωnωp)− 3l2
0ω

2
a0}

M2
0(ω2

n − ω
2
a0)(ω

2
p − ω

2
a0)(Ω

2 − ω2
a0)

×GαGβGγ , (25)

где Ω = ωn + ωp, n, p = 1, 2, ∆Cαβγ(Ω; ωn, ωp) —
динамические модули упругости третьего порядка, опи-
сывающие МУ-вклад в указанные выше эффекты пре-
образования частоты.
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5. Генерация продольных вторых
звуковых гармоник

Рассмотрим влияние МУ-взаимодействий на генера-
цию вторых гармоник продольных звуковых волн. Пред-
положим, что амплитуды гармоник в (21) являются
медленно меняющимися функциями координат∣∣∣∣ ∂2ũ(n)

∂ai∂aj

∣∣∣∣� k(n)
i

∣∣∣∣∂ũ(n)

∂aj

∣∣∣∣� k(n)
i k(n)

j |ũ
(n)|. (26)

Пусть продольная волна упругого смещения u{0, 0, u}
распространяется вдоль кристаллографической оси a3:
k ‖ c ‖ a3. Учитывая в уравнениях движения (17)
соотношения (4), (19), (21)–(26) при ω1 = ω, ω2 = 2ω,
получим следующие уравнения для амплитуд звуковых
гармоник:

dũ(1)

da
= −Λ1ũ(1)∗ũ(2) exp(−i∆ka),

dũ(2)

da
= Λ2(ũ

(1))2 exp(i∆ka). (27)

Здесь a≡ a3, ∆k = 2k(1)−k(2), k(1,2) = k(1,2)
3 — волновые

числа на частотах ω и 2ω, Λ1 = k(2)(k(2) − k(1))Π1/4,
Λ2 = (k(1))3Π2/4k(2) — коэффициенты, связанные с
параметром нелинейного взаимодействия

Πn =
Cef

333 + 2Cef
33(ω) + Cef

33(2ω)

Cef
33(nω)

, n = 1, 2, (28)

где Cef
33(ω) и Cef

333 ≡ Cef
333(ω; 2ω,−ω) = Cef

333(2ω; ω, ω) —
эффективные модули, определенные (19) и (25).

При получении (27) использовалось дисперсионное
уравнение

k(n) =
nω

v(n)
l

, v(n)
l = v0

l

[
1−

∆C33(nω)

C33(ê0)

]1/2

, (29)

где v(n)
l — фазовая скорость продольных волн на частоте

nω (n = 1, 2), v0
l =

(
C33(ê0)/ρ0

)1/2
— их скорость в

отсутствие динамической МУ-связи.
Для решения уравнений (27) представим комплексные

амплитуды в виде ũ(n)(a) = rn(a) exp{iϕn(a)}. При
граничном условии r2(0) = 0 имеем

r1 = r1(0){1− κsn2(w, κ)}1/2,

r2 = r1(0)

(
κ

Λ2

Λ1

)1/2

sn(w, κ),

cos θ =
r2

1(0)

r2
1(a)

cn(w, κ)dn(w, κ). (30)

Здесь θ = 2ϕ1 − ϕ2 + ∆ka, sn, cn, dn — элли-
птические функции Якоби, в которых w = a/dκ1/2,
κ = [1 + (d∆k/4)2]1/2 − d∆k/4, d−1 = r1(0)(Λ1Λ2)

1/2.

В области низких частот ω2 � ω2
ak ≈ ω2

a0 волны
основной частоты и второй гармоники имеют одинако-
вые скорости (v(1)

l = v(2)
l ), поэтому ∆k = 0. В этом

случае Λ1 = 4Λ2, κ = 1 и решения (30) принимают вид

r1 = r1(0)sch(a/ξ), r2 =
1
2

r1(0)th(a/ξ), θ = 0. (31)

Здесь ξ = 2Λ2r1(0) — характеристическая длина не-
линейного взаимодействия. На этом расстоянии около
60% акустической мощности преобразуется во вторую
гармонику.

При учете затухания МУ-волн уравнение для ампли-
туды второй гармоники в (27) преобразуется в следую-
щее [13]:

dũ(2)

da
+ Γ2ũ(2) = Λ2(ũ

(1))2 exp(i∆ka), (32)

где Γn = Γ(nω) — коэффициент затухания волн на
частоте nω (n = 1, 2).

Запишем амплитуды гармоник в виде
ũ(n) = rn(a) exp{−Γna+iϕna}. В приближении заданного
поля ũ(1) = r1(0) exp{−Γ1a + iϕ1(0)} зависимость
амплитуды второй гармоники от расстояния с учетом
затухания определяется из соотношения

R2 = r2 exp(−Γ2a)

=
Λ2r2

1(0) exp(−Γ2a)

[(Γ2 − 2Γ1)2 + (∆k)2]1/2

×
{(

exp[(Γ2 − 2Γ1)a]− cos ∆ka
)2

+ sin2 ∆ka
}1/2

. (33)

При точном согласовании фазовых скоростей волн
(∆k = 0, Γ2 = 4Γ1) максимальное значение второй
гармоники ∣∣∣∣max R2

r1(0)

∣∣∣∣ =
1

32
QΠ0ε0 (34)

достигается на расстоянии a0 = ln 2/2Γ1. Здесь Π0 —
значение Π2 (28) при ω2 � ω2

a0, Q = k(1)/2Γ(1) —
добротность, а ε0 = k(1)r1(0) — амплитуда деформации
волны накачки ũ(1).

Выше исследовалась генерация вторых гармоник при
k ‖ C ⊥ H. В случае распространения волн вдоль
координатных осей a0

1(k ‖ H ‖ a0
1) или a0

2(k ‖ l0 ‖ a0
2)

исходной (кристаллофизической) системы координат по-
лученные результаты (30), (31), (33) также справедливы
при замене модулей упругости Cef

33 и Cef
333 на Cef

11 и Cef
111

или на Cef
22 и Cef

222, определяемые по формулам (19) и (25).

6. Обсуждение результатов

Обменное МУ-взаимодействие связано с изменением
объема ∆V/V0 = eii кристалла, поэтому создаваемый им
дополнительный ангармонизм отражается в нелинейных
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взаимодействиях продольных упругих волн, приводящих
к магнитоакустическим эффектам преобразования часто-
ты этих волн. В трехчастотных процессах взаимодей-
ствия волн с частотами ω1 и ω2 образуются нелинейные
волны с комбинационными частотами ω2 ± ω1 или удво-
енной частоты 2ω1, 2ω2. Вклад обменно-стрикционного
взаимодействия в эти процессы описывается динами-
ческими модулями упругости ∆Cαβγ (25), зависящими
от частоты волн, а также от величины относительной
намагниченности m0.

Вблизи магнитного фазового перехода происходит
усиление вклада ∆Cαβ (19) и ∆Cαβγ (25) в эффек-
тивные модули упругости Ĉef. Усиление ∆Ĉ обусло-
влено [5] уменьшением эффективного обменного поля
HE до критического значения (HE)cr = 3(H2Hme/16)1/3

при T = TAF, где TAF — температура потери
устойчивости антиферромагнитной фазы, а Hme —
МУ-поле, определенное (10). Из-за убывания HE

вблизи переходов АФ–ФМ, во-первых, возрастает от-
носительная намагниченность m0 (при T = TAF

m0 = m0
cr = (3H/4HE) . 1) и, во-вторых, уменьшается

собственная частота ωak ≈ ωa0 = l0γ(HHA/m0)
1/2 спи-

новых колебаний ”антиферромагнитной” моды. Оба эти
фактора при постоянном поле H приводят к усилению
модулей ∆Ĉ в окрестности температуры TAF, а следо-
вательно, и к возрастанию эффективности нелинейных
процессов, связанных с этими модулями.

В области низких частот ω2 � ω2
ak ≈ ω2

a0 выражения
(19) и (25) для динамических модулей ∆Ĉ упрощаются

∆Cαβ = −
2m3

0GαGβ

M0H
, ∆Cαβγ =

6m4
0GαGβGγ

M2
0H2

. (35)

Обменно-стрикционные константы Gα , определяющие
величину ∆Ĉ, могут иметь значения порядка 108 N/m2.
Например, для соединения Mn1.88Cr0.12Sb, у которого
температура перехода Ts = 316 K [10], константы
G1 = G2 ≈ 0.8·108 N/m2, G3 ≈ −2·108 N/m2 [5]. Оценки,
проведенные для этого соединения при T = 303 K,
H = 8 · 104 A/m, с использованием экспериментальных
данных m0(T, H) ≈ 0.34 [10], M0 ≈ 8.2 · 10−3 T [14]
дают ∆C11 = ∆C22 = −8 · 1010 N/m2,
∆C111 = ∆C222 = 9 · 1014 N/m2, тогда как
C11 = C22 = 9.9 · 1010 N/m2 [10]. При таких значениях
∆Ĉ максимальный выход второй гармоники при k ‖ a0

1
(или k ‖ a0

2) определяется из соотношения∣∣∣∣max R2

r1(0)

∣∣∣∣ ≈ 103Qε0. (36)

Таким образом, при добротности волн Q ≈ 102−103

и амплитуде деформации ε0 ≈ 10−6 выход второй
гармоники в сплаве Mn1.88Cr0.12Sb может составлять
вблизи перехода АФ–ФМ десятки процентов, а вдали от
перехода (∆Ĉ = 0) он составляет всего доли процента.

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 96-02-16489).
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