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Предлагается двухпараметрическая модель фазового перехода металл–полупроводник пайерловского типа.
Связь параметров порядка, представляющих собой приведенные амплитуды статических деформационных
мод кристалла, осуществляется благодаря ангармонизму межатомного взаимодействия. На основе модели
построена теория, объясняющая структурные изменения и образование запрещенной зоны в электронном
спектре при фазовом переходе в диоксиде ванадия.

Известно, что в высокотемпературной металлической
фазе диоксида ванадия зона проводимости образуется
благодаря перекрытию 3d-волновых функций соседних
атомов ванадия, расположенных в виде параллельных
цепочек вдоль кристаллической оси C [1]. Ширина зоны
проводимости E0

∼= 1.1 eV, расстояние между атомами
ванадия в цепочке в металлической фазе r0 = 2.85 Å.
При температуре T0 = 340 K происходит фазовый
переход металл–полупроводник (ФПМП). При этом
в электронном спектре появляется запрещенная зона
Eg
∼= 0.6 eV. Кроме того, атомы ванадия попарно

сближаются и смещаются от оси. В результате це-
почка приобретает зигзагообразный вид (см. рисунок).
Расстояния между атомами ванадия в полупроводни-
ковой фазе чередуются: r1 = 2.65 Å, r2 = 3.12 Å.
Таким образом, при ФПМП наряду с удвоением периода
наблюдается значительное удлинение цепочки атомов
(r2 + r1 − 2r0)/2r0

∼= 0.012.
Такие изменения структуры кристалла в модельном

одномерном приближении можно интерпретировать как
появление двух статических деформационных мод. Од-
на из мод с волновым вектором π/r0 соответствует
попарному сближению атомов. Вторая характеризует
однородную деформацию цепочки.

В настоящей работе предлагается двухпараметриче-
ская модель ФПМП, параметрами порядка которой явля-
ются приведенные амплитуды статических деформаци-
онных мод. Механизм фазового перехода основан на
пайерлсовской неустойчивости [2,3] металлической фазы
по отношению к удвоению периода кристаллической
решетки. В отличие от однопараметрической модели
аналогичного вида [4–6] в данной теории конкретизиру-
ется вид потенциала межатомного взаимодействия. Это

Расположение атомов ванадия в металлической (светлые круж-
ки) и полупроводниковой (темные кружки) фазах диоксида ва-
надия. Расстояние между атомами в металлическом состоянии
r0 = 2.85 Å, в полупроводниковом состоянии r1 = 2.65 Å,
r2 = 312 Å [1].

позволяет более адекватно описать экспериментально
наблюдаемые структурные изменения кристалла, в част-
ности однородное удлинение цепочки атомов ванадия
при ФПМП в VO2.

1. Электронный спектр системы

Рассмотрим цепочку атомов, на каждом из которых
находится по одному внешнему электрону. Гамильтониан
электронной подсистемы в приближении сильной связи
запишем в виде [2]

H =
∑

n

Bn, n+1(a
+
n an+1 + a+

n+1an), (1)

где n — номер атома в цепочке, Bn, n+i — интеграл
перекрытия волновых функций соседних атомов, a+

n ,
an — операторы рождения и уничтожения электрона на
атоме n.

Для узкозонных систем (в частности, для диоксида
ванадия) расстояния rn, n+i между соседними атомами
в несколько раз превышают эффективный радиус R
атомной волновой функции электрона. В этом случае
Bn, n+1 ∼ exp(−rn, n+1/R) [7]. Расстояние rn, n+1 запишем
в форме

rn, n+1 = r0 + Rζ + (−1)n+1Rξ, (2)

где r0 — межатомное расстояние в металлической фазе,
ζ — параметр изменения длины цепочки, ξ — параметр
удвоения периода. С учетом (2) интеграл перекрытия
Bn, n+1 принимает вид

Bn, n+1 = bexp
(
−ζ + (−1)nξ

)
, (3)

где b — интеграл перекрытия в металлической фазе
(ξ = ζ = 0).

Для диагонализации гамильтониана (1) воспользуемся
методом канонических преобразований Боголюбова [8].
Перейдем к коллективным фермиевским операторам вто-
ричного квантования ck, c+

k по формуле

an =
1
√

N

∑
k

cke
ikn, (4)
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где N — число атомов в цепочке, k = 0,
±2π/N, . . . ,±π, ck+2π = ck. В новом операторном
представлении гамильтониан (1) принимает вид

H =
∑

k

2be−ζ
(
ch(ξ) cos(k)c+

k ck + ish(ξ) sin(k)c+
k ck−π

)
.

(5)
Выполним в (5) еще одно каноническое преобразова-

ние к операторам αk, α+
k

ck =
αk + iϕkαk−π√

1 + ϕ2
k

. (6)

Функция ϕk в (6) подбирается таким образом, чтобы
получившийся гамильтониан в новых переменных αk, α

+
k

имел диагональный вид,

H =
∑

k

εkα
+
k αk. (7)

После подстановки (6) в (5) и приравнивания к нулю
недиагональных элементов находим ϕk и закон диспе-
рсии εk

ϕk =
ch(ξ) cos(k) − sign( cos(k))

√
cos2(k) + sh2(ξ)

sh(ξ) sin(k)
,

(8)

εk = 2be−ζ sign( cos(k))
√

cos2(k) + sh2(ξ). (9)

Из соотношения (9) видно, что спектр εk при ξ 6= 0
имеет две зоны, нижняя из которых в основном состо-
янии полностью заполнена, а верхняя пустая (полупро-
водниковая фаза). При ξ = 0 спектр (9) представляет
собой одну наполовину заполненную зону (металличе-
ская фаза).

2. Уравнения для параметров порядка
ФПМП

Свободная энергия электронной подсистемы со спек-
тром (9) определяется соотношением

Fe = µN− kBT
∑

k

ln

(
1 + exp

(
µ − εk

kBT

))
, (10)

где µ — химический потенциал, kB — постоянная
Больцмана, T — температура. Суммирование по k в (10)
идет по всем возможным одноэлектронным состояниям
с учетом спинового вырождения.

Решеточную часть свободной энергии запишем в при-
ближении молекулярного поля [2], учитывающем только
фононы с нулевой частотой колебаний (статические
деформационные моды)

Fp =
N−1∑
n=1

W(rn, n+1) + NN
n=1γδ

2
n. (11)

Здесь δn — смещение атома n из равновесного положе-
ния металлической фазы в промежуточное при переходе
в полупроводниковую фазу, γ — эффективный коэффи-
циент жесткости взаимодействия атома с окружающими
цепочку атомами, W(r) — энергия межатомного взаи-
модействия за вычетом обменной части, обусловленной
перекрытием волновых функций внешних электронов
(1). Эта обменная часть уже учтена нами посредством
зависимости εk от межатомного расстояния в формуле
для свободной энергии электронной подсистемы (10).
Первое слагаемое в (11) описывает межатомное взаимо-
действие внутри цепочки, а второе — в гармоническом
приближении взаимодействие атома цепочки с не при-
надлежащими цепочке атомами.

Из рисунка видно, что смещения атомов δn одинаковы
для всех атомов и при ζ ≥ 0 определяются выражением

δn = δ =
1
4

√
2r2

1 + 2r2
2 − 4r2

0, (12)

где r1, 2 = r0 + Rζ ∓Rξ — соответственно минимальное
и максимальное межатомные расстояния в полупровод-
никовой фазе.

В состоянии равновесия суммарная свободная энергия
F = Fe + Fp должна быть минимальной. Это позволяет
с учетом (10)–(12) записать уравнения для параметров
порядка ФПМП ξ и ζ

∂F
∂ξ

=
∑

k

fk
∂εk

∂ξ
+

N
2

(
∂W(r1)

∂ξ

+
∂W(r2)

∂ξ
+ γR2ξ

)
= 0, (13)

∂F
∂ζ

=
∑

k

fk
∂εk

∂ζ
+

N
2

(
∂W(r1)

∂ζ
+
∂W(r2)

∂ζ

+ γr0R+ γR2ζ

)
= 0. (14)

Здесь fk =
(
1 + exp(εk/kBT)

)−1
— функция Ферми.

3. Двухпараметрический потенциал
взаимодействия W(r)

Для анализа уравнений (13), (14) необходимо знать
энергию межатомного взаимодействия W(r). Рассмо-
трим вначале простейший случай атомной цепочки без
окружения (γ = 0) с модельным межатомным взаимо-
действием W(r).

W(r) = V0e−
α
R (r−r0), (15)

где α, V0 — параметры потенциальной энергии W(r).
Для получения аналитического решения перейдем от

спектра (9) к четырехуровневому модельному прибли-
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жению с плотностью состояний ρ(E)

ρ(E) =
N
2

(
δ(E − ε1) + δ(E + ε1)

+ δ(E − ε2) + δ(E + ε2)
)
, (16)

где δ(E) — дельта-функция, ε1 = 2bexp(−ζ)sh(ξ),
ε2 = 2bexp(−ζ)ch(ξ).

С учетом (15), (16) и условия γ = 0 уравнения (13),
(14) принимают вид

1
N
∂F
∂ξ

= V0αe−αζ sh(αξ)

−
ε2

2
th

(
ε1

2kbT

)
−
ε1

2
= 0,

1
N
∂F
∂ζ

= −V0αe−αζch(αξ)

+
ε1

2
th

(
ε1

2kBT

)
+
ε2

2
= 0. (17)

При выводе (17) мы положили th(ε2/2kBT) ∼= 1.
Для определения коэффициентов α и V0 исполь-

зуем следующие условия: 1) в металлической фазе
ζ(ξ = 0) = 0; 2) в точке ФПМП при T = T0

∂2F(ξ = 0, ζ = 0, T = T0)/∂ξ
2 = 0. Отсюда с учетом

(17) находим

α = 1 +
b

kBT0
, V0 =

b
1 + b/kBT0

. (18)

При этом система уравнений (17) приобретает вид

ζ =
kBT0

b
ln

[
ch

(
bξ

kBT0

)]
, (19)

shξ
ξ

=
T
T0

[
ch

(
bξ
kBT0

)] kBT0
b

. (20)

Уравнение (19) определяет зависимость параметра ζ от
ξ , а (20) — зависимость ξ от температуры T . Из (19),
(20) получаем формулу для ширины запрещенной зоны
в электронном спектре Eg = 2ε1 = 4bξT/T0. Отсюда с
учетом (20) приближенно находим

Eg=


0, T ≥ T0,

4kBT ln

[(T0
T

) b
kBT +

√( T0
T

) 2b
kBT−1

]
, 0 ≤ T0− T �T0,

b21+kBT/b
(
1−exp

(
−T0

T 2kBT/b
))
, T � T0.

(21)
Известно, что трудность применения однопараметри-

ческой модели Пайерлса для описания ряда материалов
связана с невозможностью получения в теории большой
ширины запрещенной зоны [1,2]. В частности, для VO2

(T0 = 340 K, Eg = 0.6 eV, E0 = 4b = 1.1 eV) однопара-
метрическая модель дает Eg ≤ 4kBT0

∼= 0.12 eV. В нашем

случае, как видно из (21), при низких температурах тео-
ретическое значение Eg

∼= 2bexp(1 + kBT/b) ∼= 0.59 eV.
Таким образом, предлагаемая двухпараметрическая мо-
дель Пайерлса в состоянии объяснить большую ширину
запрещенной зоны Eg = 0.65 eV, наблюдаемую в экспе-
рименте.

4. Трехпараметрический потенциал
взаимодействия W(r)

Рассмотрим теперь более реальную ситуацию, когда
атомы цепочки взаимодействуют с остальными атома-
ми кристалла (в (13), (14) γ 6= 0). Межатомное
взаимодействие W(r) внутри цепочки будем описывать
следующей формулой:

W(r) = W1(r − r0) +
W2

2
(r − r0)2 +

W3

6
(r − r0)

3, (22)

где Wi — коэффициенты разложения в ряд Тейлора.
С учетом (22) и приближения (16) уравнения для

параметров порядка ФПМП (13), (14) принимают вид

1
N
∂F
∂ξ

= b(α2ξ + α3ξζ)−
ε2

2
th

(
ε1

2kBT

)
−
ε1

2
= 0,

1
N
∂F
∂ζ

= b
(
α1 + α2ζ +

α3

2
(ξ2 + ζ 2)

)
+
ε1

2
th

(
ε1

2kBT

)
+
ε2

2
= 0. (23)

Здесь введены следующие обозначения:
α1b = (W1 + γr0/2)R, α2b = (W2 + γ/2)R2,
α3b = W3R3. При выводе (23), так же как и в
(17), мы положили th(ε2/2kBT) ∼= 1. Таким образом, в
теории имеются три подгоночных параметра α1, α2, α3.
Для их определения воспользуемся следующими тремя
соотношениями: 1) в точке ФПМП ζ(ξ = 0) = 0; 2) в
точке ФПМП теряется устойчивость металлической
фазы ∂2F(ξ = 0, ζ = 0, T = T0)/∂ξ

2 = 0; 3) в
полупроводниковой фазе, как видно из (2) и рисунка,
ξ = ξ0 = (r2 − r1)/2R. Отсюда с учетом [23] получаем

α1 = −1, α2 = 1 +
b

kBT
,

α3 =−
1
2
−

b
kBT
−

eξ0

2ξ0

−

√√√√√√
(

1
2 + b

kBT + eξ0
2ξ0

)2
+ 2b(kB+b)

(kBTξ0)2 −

− eξ0
ξ0

(
1 + 2b

kBT + 2b
kBTξ2

0

) .
(24)

Пользуясь системой уравнений (23), находим прибли-
женную связь между параметрами порядка ФПМП ζ(ξ)

ζ =
α1 + 2α2 + α3

2(2 + α1 − α2)
ξ2. (25)
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Проведем сравнение с экспериментом для диоксида
ванадия. Для этого рассчитаем эффективный радиус R
атомной волновой функции 3d-состояния электрона. Из
(2), (9) получаем

Eg

E0
= exp

(
−

r2 − r1

2R

)
sh

(
r2 − r1 − 2r0

2R

)
. (26)

Отсюда, используя экспериментальные данные
(T0 = 340 K, Eg = 0.6 eV, E0 = 4b = 1.1 eV, r0 = 2.85 Å,
r1 = 2.65 Å, r2 = 3.12 Å), находим приближенное
значение R ∼= 0.41 Å. Этот результат находится в
согласии с общими представлениями о малом радиусе
локализации d- и f -волновых функций соединений
переходных металлов [1]. Экспериментальные значения
параметров порядка ФПМП в полупроводниковой фазе
рассчитаем с помощью соотношения (2): ξ = 0.57,
ζ = 0.09, а подгоночные коэффициенты теории αi —
с помощью (24): α1 = −1, α2 = 10.8, α3 = −35.1.
Подставляя в (25) численные значения α1, α2, α3, ξ ,
получаем теоретическое значение ζt

∼= 0.2, которое по
порядку величины соответствует экспериментальному
ζ ∼= 0.1.

Таким образом, рассмотренная модель ФПМП дает
теоретические результаты, близкие к эксперименталь-
ным. Небольшое их отличие, по-видимому, может быть
объяснено малым количеством членов в разложении
потенциальной энергии (22). Однако учет дальнейших
членов приведет к увеличению числа подгоночных пара-
метров теории и значительному усложнению расчетов.
Кроме того, при описании электронного спектра системы
используется четырехуровневое приближение (16), кото-
рое существенно упрощает выкладки, но также ухудшает
согласие с экспериментом.
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